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1. Produit scalaire et vecteurs colinéaires

Propriété(s)
@ Si @ et U sont deuz vecteurs non nuls, colinéaires et de méme sens alors 4 -7 = ||@|| x ||7].
@ Si U et U sont deux vecteurs mon nuls, colinéaires et de sens contraire alors 4 -7 = —||u|| X ||7]].
Démonstration : on rappelle que @ - 7 = % (||17, + @)% — |@||® - ||17H2)
@ Si @ et U sont colinéaires et de méme sens alors ||@ + ¥|| = ||@]| + ||7]| et donc, 7+
@ o= = [l + 13 — 121 - 1517] = 2 12 x Nl x I3l = Il x 9] g v
@ S’ils sont colinéaires et de sens contraire alors ||@ + || = ||| — ||| ou ||T| — || || @
et @7 = = [(lall - 191)? = a1 = 1912] = 5 (=2 x @l x I91] = i@l x s © 07
Conséquence

Etant donné O, A et B, trois points alignés et distincts :

@ Si Oj et O? sont de mé&me sens alors (ﬁ . O‘B) =0OA X OB

(« produit scalaire = produit des distances »). o B A

=—-0OA X OB
(« produit scalaire = — produit des distances » ).

@ Si &i e ? sont de sens contraire alors
o OB ' :
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Produit scalaire et projection orthogonale

2. Produit scalaire et projection orthogonale

Propriété(s)

Etant donné un point O, A et B 2 points distincts de O et H le projeté orthogonal de B sur (OA) :
o%i OA et OH sont de méme sens alors -%z OA et O sg%t de sens contraire alors
OA-OB=0OA -OH =0A X OH OA-OB=0OA-OH =-0AXx OH

B B
o P A )i 0 A
y

Démonstration : &ioﬁ):(ﬁ ((ﬁ-kﬁ) =Oj(ﬁ}+(ﬁﬁ Or, Ojllﬁ, donch-I—ﬁ:O.

On a donc, ﬁ . (ﬁ = ﬁ . (ﬁ et on est ramené au cas de 2 vecteurs colinéaires.

Conséquence

B
I
'c
Dans la configuration ci-contre, on a : |
OA-OB=0A4-0C=0A-0D=04-0H !
W H A
I
y
[imnatier]
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Produi aire et projection orthogonale

2. Produit scalaire et projection orthogonale

Généralisation
/
Etant @ et ¥ deux vecteurs non nuls. Si on note p (7) la | i
projection orthogonale de ¥ sur une droite portant i, alors i !
onatd-7=1u-p(7) | |
I o i
0 p(v)
v
Conséquence
N
| I
I
Dans la Conﬁguratio_}n ci-contre, on a : U}'\-.‘V
AB-MN =AB-UV = AB-RS = AB - CD ‘ ‘
I U U
B Ci I
L
R
v
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2. Produit scalaire et projection orthogonale

Exemple(s)

Dans la figure ci-contre :
@ ABCD un carré de centre O et de coté 4;
@ I est le milieu de [AB];

1. Détermination de la valeur de ﬁ . B :

AB et Al sont colinéaires de méme sens, donc A‘B) . ﬂ =AB X Al =4x2=28
2. Détermination de la valeur de ﬁ . R : D c
AO se projette orthogonalement en B sur (AB), donc E . ﬁ = E . H =8

3. Détermination de la valeur de A§2 :
A'B;2 =AB% =16 .

? C
4. Détermination de la valeur de AB - ?(2 :

AC se projette orthogonalement en AB sur (AB), donc E . ﬁ = ﬁ . E =16

5. %)étermination de la valeur de E . 023 :
o

se projette orthogonalement en I-/K sur (AB), donc E . O? = E . I-/K

Or, A_B) et Ij sont colinéaires de sens contraire, donc A I B
AB TA=-—ABxTA=-4x2=-8
On a donc finalement AB - OD = —8

6. Détermination de la valeur de B

C A se projette orthogonalement en B% sur (BI), donc B_} . c_/i = E} . Bj
Or, §7 et ﬁ sont colinéaires de méme sens, donc E_} . ﬁ =BIXBA=2x4=38
On a donc finalement B - a =8
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Produit

3. Produit scalaire, distances et angles

a) Autre définition du produit scalaire
Propriété(s)

Si U et U sont deux vecteurs non nuls et si 6 est une mesure de l’angle p
géométrique entre @ et U alors on a @- 0 = ||| x ||T]| X cosd )

i

Démonstration : Etant donné un point O, A et B les points tels que @ = Oj et U= O§ et H le projeté
orthogonal de B sur (OA). Ona 4 -9 =0A -0
e Si 0 est aigu : ® Si 6 est obtus :
B
B

A

o i A
Ona OA-OH = OA x OH. Ona OA-OH=—-0A x OH.
oH O 6) = A t d
Or, cos 0 = et donc OH = OB X cos 6. r, cos (m — 0) = OB et donc
On a donc, B OH = OB x cos(m —0) = —OB X cos 6 car
@-5=0AX OB X cos = ||@|| x ||| x cos 0 cos (m — ) = —cos 8
On a donc,
4-U=—0AX(— OB X cosf) = ||@]| x ||| X cos 6

[
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Produit

3. Produit scalaire, distances et angles

Exemple(s)

1. Calculer @ - ¥ dans les cas suivants :

a) |m||:1,|w||:2,e:g.3éponse:a.v:1x2x(:os(%):1x2x§:\/§
b) ||@|| =6, |7 = V2, 0 = T‘".Réponse:ﬁ-ﬁ:ﬁxﬁxcos(%"):GxQx(—%):—6

1 3
2. Déterminer le cosinus de ’angle géométrique entre @ et ¥ avec 4 et ¥ .
g 4 ( V3 ) < V3 )

a7 1x3+v3xV3

Réponse : @i - T = ||@|| x ||7]| X cos# donc cosd = — — =
T % 191 J12 7 (/)2 x /32 1 (wB)2
6 3 V3 x f f
Tox2v3 2v3  2v3
(donc la mesure principale de l’angle orienté (4, V) est & ou —F ).

3. Déterminer une mesure de I’angle géométrique BAC avec A ( i ), B ( g ) et C ( Z )

o ﬁ<2> ( ) E-ﬁ7 2x14+1x3 _ 5
ne 1 AB x AC /22112 x /12 +32 VB x V10
V5 x VB 1 V2 . — x

— ——. On peut en déduire qu’une mesure de ’angle géométrique BAC est I

T VExVIxVE V3 2

et cosB/A\C =
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Produit

3. Produit scalaire, distances et angles

b) Théoréme d’Al-Kashi

Théoréme
C

Dans un triangle quelconque ABC’ et a'uec les notations b &\
de la figure ci-contre, on a : a® = b + ¢% — 2bccos A.

A B

A B
B

Démonstratlon :

2= B0? = BC? = (BA + AC)” = (AC - AB)” = AC? - 2AC - AB + AB>.
Or, AC2 = AC? = b2, AB2 = AB? = 2 ¢t AC - AB = AC x AB X cos A = bccos A
Au final, on a bien a? = b2 + ¢2 — 2bccos A.

Exemple(s)

C
1. Dans la configuration ci-contre, déterminer la distance BC.
Réponse : 6
BC? = 6% +42 — 2 x 6 x 4 x cos (F )_36+16—48>< Y3 — 52 - 24v3.
On en déduit que BC = /52 — 24/3

A B
4
y
[t §
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Produit

3. Produit scalaire, distances et angles

Exemple(s)
2. Dans la configuration ci-contre, déterminer une mesure de 6.

Réponse : On a (vV19)2 =22 452 —2 % 2 x 5 X cos @
< 19=4+425—20cosfh & —10 = —20cos @ < cos O = %
T

On en déduit que 'angle géométrique 6 mesure 3

Fin du chapitre
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