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1. Rappels
Définition

Une suite (Up) est dite définie de facon explicite si on connait une formule permettant de
calculer directement n’importe quel terme Uy, en fonction de n.

Exemple(s)

Soit (Ur) définie par U, = 3 x 2".
OnalUy=3x20=3etUs =3x2°=96

Définition

Une suite (Up) est dite définie de fagon récurrente si on connait son premier terme et une
relation permettant de calculer un terme en fonction du précédent.

Exemple(s)

Soit (Un) définie par Uy = 5 et Upy1 = 2 X Up, — 3 (ce qui veut dire qu’un terme est égal &
deux fois le terme précédent moins trois).
OnalU; =2xUyp—3=TetUs=2xU; —3=11
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Généralités

2. Limites de suites

a) Généralités
Définition

@ On dit que nli[-foo U, = 400 si on peut toujours trouver un rang n a partir duquel U,, est aussi
grand que ’on veut.

@ On dit que n—lirj—lco U, = —oo si on peut toujours trouver un rang n a partir duquel U,, est aussi petit
que lon veut.

@ On dit que nlirj—loo U, =1 (I réel) si on peut toujours trouver un rang n a partir duquel U, est aussi

proche de | que ’on veut.

y
Théoréme
Etant f une fonction définie sur [0; +oo| et (Up) la suite définie de facon explicite par U, = f(n) :
@ Si lim f(z) =400 alors lim U, = 4oo;
x— 400 n——+oo
@ Si lim f(z)=—oco alors lim U, = —oo;
x—+4o00 n— o0
@ Si lim f(z) =10 alors lim U, =I.
x— 400 n——+oo
Autrement dit, on procéde dans le cas des suites explicites comme pour des limites de fonction.
.
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Théorémes de comparaisons

2. Limites de suites

Exemple(s)
o lim n2+1=—oo car lim n2=+oo;
n—+oo n—+oo
o lim e ™ =0car lim —n = —oco et la limite de la fonction exponentielle en —oo est 0.
n— 400 n—+4oo
v
b) Théoréme de comparaison et théoréme des gendarmes
Théoréme
Si lim U, =1, lim V, =1 et si, pour tout n, U, <V, alors on peut en déduire que | < 1’.
n—+oo n—+oco
v
Théoréme
St lim U, =1, lim V, =1 et si, a partir d’un certain rang on a, U, < W, < V,, alors on
n—+oo n—+4oco
peut en déduire que lim W, = 1. (théoréme des « gendarmes »)
n—+o0o
v
Exemple(s)
Soit (W) défini W = ED™  Pour tout enti itifn, =L < &ED" 1 g
o n) définie par Wy, = “2=5—. Pour tout entier positif n, =5 < 77 < 7371- comme
nl}Too % =0et nlirfoo %ﬂ = 0, on peut en déduire que nlil?{»joo Wy = 0.
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Limite de ¢™

2. Limites de suites

c) Limite de ¢"
Théoréme
e Sig>1 lim ¢" =40
n—-+oo

0 5i0<g<1l lim ¢"=0
n—-+oo

Démonstration :
In (¢™) = nlngq, on peut en déduire que ¢" = ™9, Dés lors :

lim e""?¢ =40 .
n—-+oo

@sig>1,lng>0et lim nlng= 4oo. Donc,
n—-+oo

m e*na =0,

0si0<g<1l,lng<O0et lim mnlng= —o0. Donc, li
n——+oo n—-+oo

Exemple(s)
o lim 3" =+oocar3>1;
n—-+4oo
e lim 0,8"=0car0<0,8<1;
n—-+oo

o lim 4-0,9"x2=4car lim 0,9" =0vuque0<0,9<1.

n—+oo n——+oo
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tion d’un

3. Sens de variation d’une suite

Propriété(s)

Une suite (Up) est croissante si, pour tout n (a partir d’un certain rang), Up41 — Up 2 0.

Dans le cas ou tous les termes sont strictement positifs, cela équivaut a dire que, pour tout n,

Un+1
— > 1.
n
V.
Exemple(s)
) ) n . " Upt1 3 x4ant!
Soit (Uy,) définie par U, = 3 x 4. Pour tout n, U,, est strictement positif et T = W =4>1.
X
n
On peut en conclure que (Uy,) est croissante.
y
Propriété(s)
Une suite (Up) est décroissante si, pour tout n (a partir d’un certain rang), Upy1 — Up < 0.
Dans le cas ou tous les termes sont strictement positifs, cela équivaut a dire que, pour tout n,
Un41
—rdl g,
Un
v
Exemple(s)
Soit (Uy) définie par U, = 10 x 0,8™. Pour tout n, U, est strictement positif et
Upt1  10x0,8"F1 .
= —————— =0,8 < 1. On peut en conclure que (Uy) est décroissante.
Un 10 x 0, 8™
y
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4. Suites arithmétiques

Définition
Une suite (Uj,) est dite arithmétique si I'on passe d’un terme au terme suivant en ajoutant
toujours par le méme nombre r, appelé raison de la suite.

Autrement dit : pour tout n, on a Upy1 =U, + 1

V.
Propriété(s)
Si (Uy) est une suite arithmétique de raison r alors pour tous les entiers positifs n et p, on a :
U, =Uy+nr et U, =Up+ (n—p)r
V.
Propriété(s)
Une suite arithmétique de raison r positive est croissante et une suite arithmétique de raison r
négative est décroissante.
v
Remarque(s)
Pour montrer qu’une suite (U, ) est géométrique :
@ Soit I’énoncé indique que ’on passe d’un terme au terme suivant en ajoutant toujours par le méme
nombre : on peut alors conclure directement que la suite est arithmétique de raison égale a ce nombre.
@ Soit on montre que, pour tout n, la différence U, 11 — Up reste constante.
Exemple avec (Uy) définie par U,, = 0,8n + 2 : pour tout n,
Upt1 —Up =0,8(n+1)+2—-0,8n — 2= 0,8 On peut en conclure que (Uy) est arithmétique de
raison r = 0, 8.
y
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4. Suites arithmétiques

Propriété(s)

Si (Un) est arithmétique de raison v alors pour tous entiers n et p avec p < n :
Up+Un ler terme + dernier

Up+Ups1+--+Un=Mn—p+1)x - = (nb de termes) x — 5

Exemple(s)
Soit (Up) la suite arithmétique de 1°* terme Uy = 2 et de raison r = 3.
@ Ujg=Up+10r =2+4+10 x 3 =32
@ Usz = Uy +33r =2+33x3=101
@ Pour tout n, Uy, = Ug +nr =2+ 3n
o lim U, = nlil}:oo 2+ 3n = +oo.

n——+oo
@ (Up) est croissante car sa raison est positive

2432
+ = 187

® Ug+ Ui+ + U =11x%
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5. Suites géométriques

Définition
Une suite (Uj,) est dite géométrique si I'on passe d’un terme au terme suivant en multipliant
toujours par le méme nombre ¢, appelé raison de la suite.

Autrement dit : pour tout n, on a Upy1 =q X Uy,

V.
Remarque(s)
@ Sil’on passe d’un terme au terme suivant en ’augmentant a chaque fois de t%, cela revient a le
t
multiplier par 1 + ——. La suite est donc géométrique de raison ¢ =1 + —.
100 100
@ Sil’on passe d’un terme au terme suivant en le diminuant a chaque fois de t%, cela revient a le
t
multiplier par 1 — ——. La suite est donc géométrique de raison ¢ =1 — —.
100 100
y
Propriété(s)
Si (Uy) est une suite géométrique de raison q # 0 alors pour tous les entiers positifs n et p, on
a:U,=q" xUy etU, =q" P xU,
y

Propriété(s)
@ Si le premier terme est positif et si ¢ > 1 alors la suite géométrique de raison q est croissante.

@ Si le premier terme est positif et si 0 < g < 1 alors la suite géométrique de raison q est
décroissante.

v
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5. Suites géométriques

Remarque(s)

Pour montrer qu’une suite (U, ) est géométrique :

@ Soit I’énoncé indique que I’on passe d’un terme au terme suivant en multipliant toujours par le méme
nombre (ce qui est le cas avec des évolutions fixes en pourcentage) : on peut alors conclure
directement que la suite est géométrique de raison égale & ce nombre.

U,
@ Soit on montre que, pour tout n, le rapport 374’1 reste constant (en supposant que U, n’est jamais
n

nul).
y

Exemple(s)

La suite (Uy ) définie par Uy, = 3 X 0, 7" est-elle géométrique ?

Upt1 3 x0,77H!

Pour tout n,ona —— = ————
Uy 3x0,7"

On peut en conclure que (Uj,) est géométrique de raison ¢ = 0, 7.

=0, 7ntl-n — 0,7 = constante.

y
Propriété(s)
1— n+1
. . 2 3 n _ q
@ Pour toutréel q#1 :14+qg+q°+q¢° +---+4q" = I
—q
@ Si (Up) est une suite géométrique de raison q # 1 alors pour tous les entiers n et p avec p < n :
1— qnfp«i»l 1— qnb de termes
Up+Up+1+--~+Un =Up X 17 = premier terme X 17
—4q —q
o
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5. Suites géométriques

Exemple(s)
Soit (Up) la suite géométrique de raison ¢ = 0,5 et de 1°F terme Uy = 512.
® Uy =0,5% x512=232.
@ Pour tout n, Up = q¢" X Ug =512 x 0,5™ .
@ Up >0et 0<gq<1,donc (Uy) est décroissante .
]

lim U, = lim 512x0,5"™ =0car lim 0,5" =0 puisque 0 < 0,5 < 1.
n—+oo n—+oo n——+oo

@ Recherche de plus petit entier n tel que U, < 0,01 :

n (357)

1 1
512x0,5" < 0,01 4 0,5" < P} & 1n(0,5") <In (%5 ) & nln(0,5) <In (%5 ) @ n >

In(0, 5)
(In(0,5) < 0, on change le sens de I’inégalité en divisant)
n (0,01 )
512 . . . .
r, ———~ =& 15, 6. Le plus petit entier qui convient est n = 16.
In(0, 5)
1-0,51° 1-0,5%
0 Up+ Ui+ +Ug=Upx — - =512 x ——— = 1023
1-0,5 0,5
1-0,5"
@ Pour toutn >0,S, =Upg+U; +---+U,_1 =512 X m =1024 (1 —0,5™).
- ’
Et lim S, = lim 1024(1—0,5") = 1024 car lim 0,5" = 0.
n— +oo n—+oo n—+o0o
v
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6. Exemple de suite récurrente définie par U,+1 = a U, + b

Exemple(s)
Soit (Un), la suite définie par Up = 2 et Up4+1 =0,6U, + 2 .

a) Représenter graphiquement les premiers termes de la suite.

On trace d’abord la droite D d’équation y = 0,6z + 2 et la droite d’équation y = z.

On part de Ug en abscisse : I’ordonnée du point de la droite D correspondant & cette abscisse nous donne
Ui [(1) sur le graphique] .

Pour déterminer Us = f (Uy), il nous faut rabattre U; sur ’axe des abscisses [(2) sur le graphique| en
utilisant la droite d’équation y = x .

Dés lors, Ug est 'ordonnée du point de la droite D d’abscisse U1 [(3) sur le graphique].

Pour poursuivre la construction, on répéte le procédé en rabattant Ug sur l’axe des abscisses...

3 ()
(1)

y=0,6x+2

y
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Exemple d te récurrente définie par Up 1 = aUp +b

6. Exemple de suite récurrente définie par U,+1 = a U, + b

b) Montrer que la suite (V,,) définie par V,, = U,, — 5 est géométrique.
Méthode générale :

@ on calcule

L en exprimant V,, et V,,11 en fonction de U,, et de U, 11 :

Vitr  Ung1 =5

Vi,  Un—5
@ on remplace alors U, 41 par ce qu’indique la définition de la suite (U,,) :
Vn+1_Un+1_5_076Un+2_5

|5 U, -5 U, -5
@ on simplifie le numérateur et on le factorise par le coefficient devant U, :
3
Vayr1  Ung1—5  0,6Upn+2-5 0,6U, -3 0.6 (Un — %)

Vi U,—5 U, —5 T U,-5 U, —5
_076(Un_5)_

=0,6
U, -5

Vg1
Pour tout n, on a nt

= 0, 6. Cela prouve bien que (V;,) est une suite géométrique de raison
q=20,6 et de premiernterme Vo=Up—-—5=2—-5=—-3.
c) En déduire l’expression de V,,, puis de U, en fonction de n.
Pour tout n, V,, =q" x Vo = —=3(0,6)" .
V, =U,—-5<U,=V,+5=-3(0,6)"+5
d) Déterminer la limite de la suite (Uy).
lim U, = lim -3(0,6)"+5=5( lim (0,6)" =0car0<0,6<1).
— 400 \ , n—-+oo

n—+o0o n

—0
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Exemple d te récurrente définie par Up 1 = aUp +b

6. Exemple de suite récurrente définie par U,+1 = a U, + b

e) Etudier le sens de variation de la suite (Uy).

Pour tout n, Upt1 — Up = —3(0,6)" T +5 — [=3(0,6)™ + 5] = —3(0,6)" T +3(0,6)™
=3(0,6)" x[-0,6+1] =3(0,6)" x0,4=1,2(0,6)".

Le résultat étant positif pour tout n, on en déduit que (U,) est croissante.

f) Déterminer le plus petit entier n tel que U, > 4,997.
U, > 4,997 < —3(0,6)" +5 > 4,997 < —3(0,6)" > —0,003 < 0,6™ < 0,001

In(0, 001
< 1n(0,6") < In(0,001) < n1n(0,6) < In(0,001) < n > In(0, 001) (car In(0, 6) < 0).

In(0, 6)
In(0,001) . . . .
r, ————— = 13, 5. Le plus petit entier qui convient est donc 14.
In(0, 6)

g) Calculer Vo + Vi + -+ 4+ Vy et en déduire Uy + Uy + - -+ + Ug.
(V) est géométrique.
1—(0,6)° 1—(0,6)°
Donc, Vo + Vi + -4+ Vo =Vp X 1706:—3>< T%—7,45.
Pour tout n, Up, = Vi + 5. Donc, Uy + Uy + -4+ Us = Vo +5+ Vi +5+ -+ Vo +5
=Vo+Vi+- -+ Vo+50= 42, 55.

h) Déterminer l'expression de S,, = Up + Uy + - -+ + U, en fonction de n.
Sp=Vo+5+Vi+5+---+V,+5=Vo+Vi+ -+ V,+5n+1).
Or (V,,) est géométrique.
D Vo + V5 Vo, =V, 1= 06" _ 3 1- (0,6

onc, Vo + Vi + -+ Vy = OX1—70,67_ XT
=-7,5x (1-(0,6)""1).
D'ot, Sp = —7,5 x (1 —(0,6)"*") +5(n + 1).
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Fin du chapitre

[
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