Dérivation, continuité et convexité

(©Pascal Brachet (CC BY NC SA)

https://www.xmlmath.net

Dérivation, continuité et convexité https://www.xmlmath.net

1/18


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.0/fr/legalcode
https://www.xm1math.net
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.0/fr/legalcode
https://www.xm1math.net

Dérivation

1. Rappels et compléments sur la dérivation

a) Généralités

Définition

o f est dite dérivable en a si }}

fath)  fa)
—0 h

alors f’(a) et appelé nombre dérivé de f en a.

o Si f est dérivable en tout point « d’un intervalle I, on dit que f est dérivable sur I et on

appelle fonction dérivée de f la fonction notée f’ qui a tout = de I associe f'(x).

existe et est égale & un nombre fini noté

b) Dérivées des fonctions usuelles

f@)=b=f"(z)=0

flz)y=az+b= f'(z)=a

f@)=a= '@ =1

flx)=22= f'(z) =2z

f(z) =23 = f'(z) = 322

@)= = @)=

1 2
f@) = =@ ==

T
1

f@)=VE= @)= 5o
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1. Rappels et compléments sur la dérivation

c) Opérations sur les fonctions dérivables

Fonction Fonction dérivée Fonction | Fonction dérivée
u+ v u' 4+’ u? 2u'u
1 u/
ku (k réel) ku' — -
u u
’ !
, , u uw'v—uv
uv uv+uv — 5
v v

Si g(z) = f(ax + b) alors ¢'(z) = af’(azx + b)

1
» Exemple : Si g(z) = /52 + 2 alors g/ (z) = 5 X _—
p 9(x) g9'(z) e
dérivée de 5x+2 ——

car la dérivée de /T est

1
2z

d) Dérivée seconde
Définition

Si f est dérivable sur un intervalle I et si sa dérivée f’ est aussi dérivable sur I, on appelle
fonction dérivée seconde de f sur I la fonction notée f’' égale a la dérivée de f’

» Exemple : Si f(z) =23 + 22 + 7z + 1 alors f/(z) =322 + 2z + T et f(z) = 62 + 2.
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2. Tangente a la courbe d’une fonction dérivable

a) Equation

Propriété(s)
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I contenant a :

o La tangente a la courbe de f au point d’abscisse a est la droite passant par le point de
la courbe d’abscisse a et dont le coefficient directeur est égal a f'(a).

e Une équation de cette tangente est y = f(a) + f'(a)(z — a).

» Ezemple :
Equation de la tangente au point d’abscisse 2 de la courbe de la fonction f définie sur

J1; +ool par f(z) = 2L 1y = £(2) + f(2)(z — 2)
° f(2) _ 2><2+1 -5

o f'(x) = HEIIIA = 8,

° f (2) (2— 1)2 =-3
Une équation de la tangente est donc : y =5 —3(x —2) &y = -3z + 11

[mimetinc]
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2. Tangente a la courbe d’une fonction dérivable

b) Construction graphique de la tangente au point d’abscisse a

o On part du point de la courbe d’abscisse Courbe Tangente
a;

@ En se décalant horizontalement d’une
unité selon ’axe des abscisses, puis T
verticalement de f’(a) unités selon l'axe
des ordonnées, on obtient un deuxiéme
point de la tangente.

f'(a)

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
-—— =
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2. Tangente a la courbe d’une fonction dérivable

c) Détermination graphique de la valeur de f’(a) a partir de la tangente au point
A d’abscisse a

On sait que f’(a) est égal au coefficient directeur de la tangente au point d’abscisse a.

Donc, si B est un autre point de la tangente, on a f/(a) = M.

Tp —TA

d) Recherche des éventuels points de la courbe ou la tangente admet un certain
coefficient directeur égal a mm Comme le coefficient directeur de la tangente est égal a la
valeur de la dérivée, cela revient a chercher les z tels que f/(z) = m.

» Ezemple : Recherche des points éventuels de la courbe de la fonction f définie sur R par
f(x) = —x2 + 62 + 5 ot la tangente admettrait un coefficient directeur égal a 4.

Cela revient a chercher les points ol la valeur de la dérivée est égale a 4.

Or, fl(z) =4 —2z4+6=4 2s=-2&z=1.

Le point de la courbe de f d’abscisse 1 convient.
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Dérivée et variation

3. Utilisation des dérivées pour étudier les variations d’une fonction

a) Lien entre le signe de la dérivée et les variations d’une fonction dérivable

Théoréme

Etant donné f une fonction dérivable sur un intervalle I.

(1] o Si f est croissante sur I alors f'(z) reste positif ou nul sur I ;
o Si f est décroissante sur I alors f'(x) reste négatif ou nul sur I.
Qo o Si la dérivée reste strictement positive sur I (sauf en un nombre fini de points isolés

ow elle peut s’annuler) alors on peut affirmer que la fonction est strictement
croissante sur I ;

o Si la dérivée reste strictement négative sur I (sauf en un nombre fini de points isolés
ow elle peut s’annuler) alors on peut affirmer que la fonction est strictement
décroissante sur I ;

» Ezemple : Soit f la fonction dérivable sur [—2; 5] dont la courbe est donnée ci-dessous :

Cy

N

On peut en déduire le signe de la dérivée de f :

5

/ v | -2 -1 1 4
/ U I S B S
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3. Utilisation des dérivées pour étudier les variations d’une fonction

b) Rappels sur les études de signe

signe de az + b :

On détermine la valeur de x qui
annule ax + b, puis on applique la
régle : « signe de a aprés le 0 ».

T —00 —b/a +00

T
az +b signede (—a) (0 signedea
1

signe de ax? + bx + ¢ (a # 0) :

On calcule le discriminant A = b2 — 4ac (sauf cas évidents)
e Si A < 0, on applique la régle : « toujours du signe de a ».

T 00 +20
az? + b + ¢ signe de a
. . b
e Si A = 0, on calcule la racine double : z;1 = — —.
2a

On applique alors la régle : « toujours du signe de a et s’annule
pour © = 1 ».

T - Eat +00
T

az® + bz +¢ signedea 0 signedea
.

—b— VA

e Si A > 0, on calcule les deux racines : €1 = ——— et

2a
—b+ VA

Ty =

2a
On applique alors la régle : « signe de a a l’extérieur des
racines ».

= o o z5 +o0
T T
az® + bz +c signedea 0 signede(—a) 0 signedea

(en supposant que z1 < x2)
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Dérivée et variation

3. Utilisation des dérivées pour étudier les variations d’une fonction

c) Exemple d’étude des variations d’une fonction
22 -2z +1
z—2
@ Détermination les limites de f en 2 et en +oo :
= +o0o. Et comme, lim 22 —2x+1= 1, on a lim f(z) = +oo.
x—2 x—2

Soit f définie sur ]2; +oo[ par f(z) =

lim 2 —2 = 0T, donc lim

T—2 =2 r — 2
z>2 r>2 x>2 x>2
2

f est une fonction rationnelle done, lim f(z) = lim Y~ lim z= ~+o0.

xr—+oo rx—+oo I x—+o00
. -2 —2)— (a2 —22+1)x1

@ FEtude des variations de f sur]2; +oo[ : f'(z) = (22 ) x (= ( ) 2()2 2 +1)
T —
_ 2z2—4x—21+4—12+2$—1 _ 12—4m+3
- (xz —2)° T (@—2)?
Signede #? —42 +3: A=(-4)>—4x1x3=4
—(—4) — V4 —(—4 4

du signe de a = 1 & l'extérieur des racines 1 = u =1let zo = u =3

On en déduit le tableau de variations (dans lequel on inclut les limites) :

T 2 3 +oo
2® —dr+3 - L:) +
(z-2)? + ‘ +
1'(@) - o
+o0 ‘ +0o0
f(@) . e
f3) =4
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3. Utilisation des dérivées pour étudier les variations d’une fonction

d) Utilisation des variations d’une fonction pour déterminer son signe

Le tableau de variations d’une fonction peut servir & en déduire le signe de la fonction, ce qui
peut permettre de déterminer le signe d’expressions qui ne sont ni du premier degré, ni du
second degré.

Les quatre cas de base :

®

®

)

O

+
(minimum positif) (maximum négatif)
© ®
C ©
(f croissante) (f décroissante)

Ainsi, dans ’exemple précédent on a établi que f admettait 4 comme minimum sur |2; +oo|.
On peut donc en déduire que f(z) est toujours strictement positif sur |2; +oof.

g
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Continuité d’une fonction

4. Notion de continuité d'une fonction - Equation f(z) = k

a) Continuité

Définition
@ Une fonction f est dite continue en un point a de son ensemble de définition si f a une
limite en a et si cette limite est égale & f(a).
@ Si une fonction f est continue en tout point a d’un intervalle I alors f est dite continue sur

1.
Graphiquement, cela signifie que I’on peut tracer la courbe de f sur I'intervalle I d’un trait

continu (sans lever le crayon).

Exemple 1 : Exemple 2 :

6
Cr

6

1 1-
J

J|
O 71 2 3 n 5 O 71 2 3 4 5
f est continue sur [0; 5] f n’est pas continue en 3 et n’est pas continue
’ y sur [0; 5] =)
f est continue sur [3; 5]
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Continuité d’une fonction

4. Notion de continuité d'une fonction - Equation f(z) = k

Propriété(s)
o Toute fonction dérivable sur un intervalle I est alors forcément continue sur I (mais la
réciproque n’est pas toujours vraie).

@ Les fonctions polyndémes et rationnelles, ainst que la fonction racine carrée, sont continues
sur leur ensemble de définition.

v
b) Equation f(z) =k
Théoréme de la valeur intermédiaire
Si f est une fonction continue et strictement croissante ou strictement décroissante sur un
intervalle [a; b] et si k est un réel compris entre f(a) et f(b) alors on peut affirmer que
Uéquation f(z) = k admet une unique solution xo dans [a; b].
I fla)--
I I
I I
k | L
I I
f@)p-- | SO -4
-] | -] I
J | : J : |
! ! ! !
O 7a Zo b O 7 a T b
avec f strictement croissante avec f strictement décroissante
o]
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Continuité d’une fonctio

4. Notion de continuité d'une fonction - Equation f(z) = k

e Exemple d’utilisation du théoréme de la valeur intermédiaire
Soit f la fonction définie sur [0; 4+oo[ par f(z) = z* + 4.

o

(2]

Etude des variations de f : f'(z) = 42° + 4
x étant positif, z% Dest aussi et 42° + 4 est strictement positif.
Donc f est strictement croissante sur [0; +ool.

Justification que l’équation f(x) = 2 admet une unique solution xo dans [0; 1] :

On utilise le théoréme de la valeur intermédiaire : f est continue et strictement croissante sur
[0;1]. f(0) =0 et f(1) =5, donc 2 est bien compris entre ces deux valeurs. On peut en
conclure que 'équation f(z) = 2 admet bien une unique solution dans [0; 1].

Détermination d’une valeur approchée de la solution xo a 0,1 preés :
Pour cela, on utilise le menu TABLE de la calculatrice :

Table F = :
VIBR g [—1 Table Setltina 0w
0.3 1.2081
: - 0.4 1.6256
ES [—1 : 0.5 2.0Ea5
EE E—% EMer fa.1 B .52 -
SEL TREL P ([0 [P [E6TT f-Coni [a-FLT

On voit que f(«) franchit 2 pour & compris entre 0,4 et 0,5 :

Une valeur approchée de zg a 0,1 prés par défaut est 0,4.

Une valeur approchée de zg a 0,1 prés par excés est 0, 5.

Si on ne précise pas qu’on veut une valeur approchée par défaut ou excés, n’importe laquelle
des deux convient.

J
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Convexité d’une fonction

5. Notion de convexité d’une fonction sur un intervalle

a) Cas général

Définition

Une fonction est dite convexe sur un intervalle I lorsque pour
tout points A et B de la courbe de f, le segment [AB] est au
dessus de la courbe entre A et B.

Une fonction est dite concave sur un intervalle I lorsque pour
tout points A et B de la courbe de f, le segment [AB] est en
dessous de la courbe entre A et B.
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Convexité d’une fonction

5. Notion de convexité d’une fonction sur un intervalle

b) Cas des fonctions dérivables

Propriété(s)

Une fonction dérivable est convexe sur un intervalle I si la
courbe est entierement située au dessus de chacune de ces

tangentes.

Une fonction dérivable est concave sur un intervalle I si la
courbe est entierement située en dessous de chacune de ces

tangentes.

Dérivation, continuité et convexité

https://www.xmimath.net

15 /18


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.0/fr/legalcode
https://www.xm1math.net

Convexité d’une fonction

5. Notion de convexité d’une fonction sur un intervalle

c) Critére de convexité pour les fonctions deux fois dérivables

Propriété(s)

Etant donné une fonction f deuz fois dérivable sur un intervalle I :

o Si f'(x) reste positif sur I alors on peut affirmer que f est convexe sur I.

o Si f'(x) reste négatif sur I alors on peut affirmer que f est concave sur I.

» Ezemple :

Soit f définie sur R par f(z) = 23. On a f/(x) = 322 et f'(z) = 6z.

convexe

T

y=ux

On en déduit que :

3

signe de f"(x)

concave

+

convexité de f

f concave

f convexe
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Convexité d’une fonction

5. Notion de convexité d’une fonction sur un intervalle

d) Point d’inflexion
Définition
Etant donné f une fonction dérivable sur un intervalle I contenant a.

On dit que la courbe de f admet un point d’inflexion au point d’abscisse a si f passe de
concave A convexe ou de convexe & concave en ce point (la courbe « traverse » alors la

tangente en ce point)
2

|

Propriété(s)
Si une fonction f est deuz fois dérivable sur un intervalle I contenant a et si f''(x) s’annule
en changeant de signe pour x = a alors la courbe de f admet un point d’inflexion au point

d’abscisse a. )
3

» Ezemple : le tableau de signe de f’/(z) dans 'exemple précédent avec f(xz) = z° montre

que la courbe admet un point d’inflexion pour z = 0.

g
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Fin du chapitre

(o
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