Dérivation, continuité et convexité

» Exercice n°1
1) f(x) =22-3

2) f’(x):%(Gx—él):?)m—Q
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10) fil@) =4 x gom—g = \/4j+8
11) f'(z) = % X 3 x <;z+4)2 - ; x <;x+4>2

» Exercice n°2

=1

—2.

1) f(x) = -2 +62—8 a=—1:
f(=1)=—15; f'(z) = =22 +6; f/(-1) =8
y=—-15+8(zx—(-1) y=8r—-7
2 1
2) f(z) = s a=4:
2x(x—-3)—(2z+1)x1 -7
4)=9; f'(z) = = s f(4) =-7
f() f(%) (x_3)2 (1._3)2 f()
y=9-T(x—-4) & y=—-7Tc+37
» Exercice n°3
- — (=2
1. f’(2) = coeflicient directeur de la tangente en A = Y — Y4 _ 0-(=2)
B — XA 4 —2
- 4— 1
2. f'(4) =coeflicient directeur de la tangente en C' = yp —Ye 3 =-.
rp—zc 6-4 2
_ _9_
3. f'(6) = coefficient directeur de la tangente en £ = Yr " UE _ 0_
' — TR 7—6
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» Exercice n°4
On a f'(z) =32 — 4z — 2; f/(0) = —2; f/(0)

/
N
N

| /]

» Exercice n°5

=-3et f'(2)=

1—2x

2
—2x + —(—x*+22x -1

@) (2z+2)xx (230 2r—1)x1 k

T

x
directeur d’une tangente est égal a la valeur de la dérivée.

a) tangente horizontale < f'(r) = 0 & 1 —22 = 0 & 22 =

z=-—1
Les points de la courbe d’abscisse 1 et —1 conviennent.

2

et le coefficient

1< 2=1o0u

1— a2
b) coefficient directeur de la tangente = -2 < f'(z) = -2 & s = 2%
x
1—2%=-22% (z #0) & 2? = —1. Impossible.
Aucun point de la courbe ne peut convenir.
¢) tangente paralléle a la droite d’équation y = —%x — 5 < coefficient directeur
de la tangente = coeflicient directeur de la droite d’équation y = —%1} -5
2 1—2a? 2
@f’(m):—gﬁiz:—§©3—3x2:—2x2 (r#0) =22 =3
x

=z =+v3ouz=—+3.

Les points de la courbe d’abscisse V3 et —v/3 conviennent.
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» Exercice n°6
D’aprés la courbe de la dérivée, on a :

x 0 1 3 4
T T
signe de f'(x) + 0 - 0 +
| |
Donc, la fonction f doit-étre :
e croissante de 0 &4 1;
e décroissante de 1 & 3;
e croissante de 3 a 4.
Seule la figure 3 peut correspondre.
» Exercice n°7 )
v —1
Soit f la fonction défini R =
oit f la fonction définie sur R par f(x) o]
22
L. f est rationnelle. lim f(z)= lim — = lim 1=1
T——00 r——00 I T——00
22
De méme, lim f(z)= lim — = lim 1=1
r——+00 =400 I T—+00

La droite d’équation y = 1 est une asymptote horizontale a la courbe en —oo
et en +o0.

o 2x(2®+1) - (22 - 1)(2z) 4z
2. fi(z) = (22 + 1) T @2
T —00 0 +00
4z — 6 +
(z® +1)° + +
f'(x) - 9 +
1 1
f(x) . e
1

» Exercice n°8

1. lim 22 —1 =07, donc lim
z—1 e—1 2 —1
:1:>% :1:>%

= 400. Et comme lim 222 —2+2 =2, on
T3
:c>%
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a lim f(z) = lim (222 — 2 +2) x = +00
z>1 z>1
La droite d’équation x = % est une asymptote verticale a la courbe.
222
f étant rationnelle, lim f(z)= lim — = lim z = 4o0.
z—~+00 z—+oo 20 z—+00

Il n’y a pas d’asymptote horizontale a la courbe.
2 frley= =D x@z—1) - (22" —2+2) x2

(22 —1)2
- 822 —4x — 2w +1—42% +2x — 4 - 4a? — 42 -3
N (22 —1)2 22— 1)2
Signe de 42?2 —4z —3 : A = (—4)? —4 x 4 x (-3) = 64.
4-38 1
Du signe de a = 4 a lextérieur des racines qui sont égales a =3 et
448 3
g8 2
x 3 3 +o0
T
4% —4x -3 - 0 +
(22 — 1)? + +
f(@) - 0+
|
400 400
f(z) ~
5
2

» Exercice n°9

Dans une population donnée, on note x la proportion de personnes atteintes de
la grippe (on a donc z € [0; 1]).

Un fabricant propose un test de dépistage et affirme qu’avec son test la probabilité
d’avoir la grippe lorsque le test est positif est donnée par la fonction f définie

sur [0; 1] par f(z) = 99z

ol x est la proportion de personnes atteintes de la

. 98z + 1
grippe.
1. £(0,01) = 0,5. L’affirmation est vraie.
99 x (98 + 1) — 99z x 98 99 :
2. f' = = ;1] t b
f(x) (982 + 172 98z 1+ 172 > 0 sur [0; 1[. f est bien

strictement croissante sur [0; 1].
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99x

Cel ient & chercher 1 d 0; 1] tel
ela revient a chercher les x dans [0; 1] tels que 982 + 1

<99z > 0,9 (98z + 1) (car 98z + 1 > 0)

< 992 > 88,2z + 0,9 & 10,82z > 0,9 & = > 100798 ~ 0,083.

a) f'(0,05) ~ 2,8

0,9

Iy 4 Lt

0,9 ya

0,8

0,7

~_N\§

0,6

0,5

0,4

0,3

0,2

0,1

0
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8

b) La dérivée ne pouvant pas s’annuler, la tangente a la courbe de f au
point d’abscisse 1 ne peut pas étre horizontale (ni aucune autre tangente

d’ailleurs) ?

» Exercice n°10

1. Pour les 100 premiers km, il faut payer 100 x 10 = 1000 et pour les 100 derniers

2.

km, il faut débourser 100 x 5 = 500.
e Si0< z< 100 alors f(z) =10z
e Si 100 < z alors f(xz) = 1000 4 5(z — 100) = 5z + 500
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f est continue en 100 car 5 x 100 + 500 = 10 x 100, donc f est continue sur
[0; +o0l.

» Exercice n°11

1.

[\]

w

N

ot

f est une fonction polynodme.

. _ . .3 _ . _ . .3 —
Cf(x) = =322+ 18z —24. A =182 — 4 x (—3) x (—24) = 36 > 0.
—-18 -6
Du signe de a = —3 a 'extérieur des racines qui sont égales a —5 = 4 et
-1
“18+6_,
—6
T | —o0 2 4 400
x x
f'(x) - 0 + 0 -
I I
+00 —4
-8 —00

. Cela revient & déterminer les z tels que f'(x) = —9 & —32% + 18z — 15 = 0.

—-18—-12 —18+12
87:5et87+:1

A =182 — 4 x (=3) x (—15) = 144. Racines :

Les points d’abscisse 5 et 1 conviennent.

. a) f est continue et strictement décroissante sur [0; 1] et 0 est bien compris

entre f(0) = 12 et f(1) = —4, donc I'équation f(z) = 0 admet une unique
solution zy dans [0; 1].

b) La calculatrice indique que 0,6 < z¢ < 0,7, donc 0,6 est une valeur appro-
chée par défaut de x¢ a 0,1 preés.

.a) f"(z) =—6z+ 18.

b)
T —00 3 +00
1" (x) + E) -
convexité de f convexe concave

c) D’aprés le tableau ci-dessus, f” s’annule en changeant de signe pour x =
3. Donc le point I d’abscisse 3 et d’ordonnée f(3) = —6 est un point
d’inflexion.
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A y=fB)+f'B)z-3)sy=-6+3z—-3)<y=3x—-15

» Exercice n°12

1. C'(z) = 32% — 24z + 72, donc C"(z) = 6z — 24.
T 0 4 10
C"(x) -0 4
convexité de C concave convexe

2. e Quand la fonction « cott total » C' est convexe sur un intervalle alors la
fonction « colit marginal » C’ est croissante sur cet intervalle.
e Quand la fonction « cott total » C' est concave sur un intervalle alors la
fonction « cofit marginal » C'’ est dcroissante sur cet intervalle.
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