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Coordonnées d’un vecteur dans une base

1. Coordonnées d’un vecteur dans une base

a) Bases et repéres
Définition

o On appelle base du plan tout couple (ﬂ ) e vecteurs non colinéaires du plan.

@ On appelle repére du plan tout triplet ( 0,7, j) ot O est un point du plan, appelé

origine du repére, et (z,]) est une base.

Remarque(s)
° (O, _’, 7) et (O,f, Z) ne représentent pas le méme repére.

o Siiet ; sont orthogonaux, le repére est dit orthogonal.

“u
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Coordonnées d’un vecteur dans une base

1. Coordonnées d’un vecteur dans une base

Remarque(s)
o Siiet ; sont de méme longueur, le repére est dit normé.

o i
o Siiet 3 sont orthogonaux et de méme longueur, le repére est dit orthonormé (ou

orthonormal).

o i
e Si A, B et C sont trois points non alignés alors (A, xﬁ, ﬁ) forme un repére du plan.

C

ac
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Coordonnées d’un vecteur dans une base

1. Coordonnées d’un vecteur dans une base

b) Décomposition d’un vecteur dans une base
Théoréme (admis)

Dans une base (i,j) tout vecteur U se décompose de fagon unique comme la somme d’un

vecteur colinéaire a i et d’un vecteur colinéaire a j.
Autrement dit, pour tout vecteur w, il existe deux réels uniques x et y tels que @ = xi + yj.

c) Coordonnées d’un vecteur dans une base
Définition
On appelle coordonnées d’un vecteur @ dans une base (;, 5) I'unique couple de réels (z,y)

tels que 4 = zi + yj_". x est appelé abscisse de 4 et y est appelé ordonnée de .

Notation : 'EL‘( Z ) ou u(xz,y).

Autrement dit, 4 ( gyﬂ ) o @ =xi+ yf

4
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1. Coordonnées d’un vecteur dans une base

Exemple(s)
Dans la figure ci-dessous, ADEC est un parallélogramme, B est le milieu de [AD] et I est le
milieu de [AC].

e E

A B D
ﬁ et ﬂ étant non colinéaires, (A, ﬁ, ,ﬁ) forme un repére du plan et on a :

° ﬁ = 21@ + ZA’[). Ce qui équivaut a dire que A—E) ( ; )
° B? = 7.ﬁ + Zﬁ. Ce qui équivaut a dire que ﬁ ( ! )

2

° ﬁ = 72E+ﬂ. Ce qui équivaut a dire que m ( 2 )

1
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1. Coordonnées d’un vecteur dans une base

Propriété(s)

Dans une base (;, ;) :

o Dire que deux vecteurs sont égauzr équivaut & dire qu’ils ont la méme abscisse et la

méme ordonnée.

° sm( r ) etﬁ( z
Yy Yy

e Si ﬂ( z ) alors, pour tout réel k, on a kﬁ(

/ x4+

y+y

kx
ky

/

) alors onaﬁ—l—ﬁ(

xz—x
y—y

Jasi(i75)

).

Exemple(s)

-\ . (1 L -3 )
Dans une base (z,]),s1u(2)etv< 0 )alors,
Lo =2 —14+(=3) ([ —4 ——4x1
““’( 2 ) 240 Y s )« —axo
. (9 +—3x1-2x(-3)
3u 2“(6) —3x2-2x0
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1. Coordonnées d’un vecteur dans une base

d) Déterminant de deux vecteurs dans une base

Définition

? —

Dans une base (Z, ]), on appelle déterminant des vecteurs @ ( Z ) et U (

!
noté det(u, ¥) défini par : det(@, ) = z v = zxy —yxa

/

x
yl

) le réel

Exemple(s)

oSi{[(?)etf)’(i)alorsdet(ﬂ,ﬁ):‘? i‘:2><4—1><3=5
° Sifi( _21 )et 'D‘( —36 ) alorsdet(ﬁ,ﬂ’):’ 2_1 _2
oSiﬂ(\{i)etﬁ(jﬁ)alorsdet(ﬁ,ﬁ): 1/5 \/g

’:—1><(—6)—2><3:0

=v2xv2-1x3=-1
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Coordonr d’un vecteur dans une t

1. Coordonnées d’un vecteur dans une base
e) Condition de colinéarité de deux vecteurs dans une base
Propriété(s)

Dans une base (i,j), dire que deux vecteurs U4 et U sont colinéaires équivaut & dire que

det(u,7) = 0.

Démonstration , par double implication, dans le cas de deux vecteurs non nuls :

’
e Siu ( ; ) et 17( z, ) sont colinéaires, c’est que par définition, il existe un réel k tel que

4=kt =>x="kx' et y=ky = det(d,v) =z xy —yxaz' =k’ xy —ky xz' =0.
o Sidet(@,7) =0alorsonaxzxy —yxaz' =0=zxy =y xz'. En supposant que = # 0, on
’
@

’
. . ’ x H [—
en déduit que y = o X y. OI‘7 comme on a ausslt r = - X x, on peut en conclure que

’ Lo L
¥ = Z-4 et que U et ¥ sont colinéaires.

Exemple(s)

On a calculé, a I’exemple précédent, qu’avec 11'( _21 ) et 17( 5’6 ) on avait det(u, ) = 0.

On peut donc en conclure que ces deux vecteurs sont colinéaires.
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Coordonn ‘un vecteur

1. Coordonnées d'un vecteur dans une base
f) Norme d’un vecteur dans une base orthonormée
Propriété(s)

Dans une base orthonormée (;, ;), s1 ﬁ< z ) alors sa norme est ||| = \/z2 + y2.

Piste de « démonstration » : soit O un point
—

du plan, M le point tel que OM = 4 et H le

projeté orthogonal de M sur les abscisses.

Selon que x soit positif ou négatif, la distance OH
est égale & @ ou —xz et, selon que y soit positif ou
négatif, la distance HM est égale & y ou —y. Dans
tous les cas, OH? = 22 et HM? = y2. On en
déduit que OM? =22 + y24

Exemple(s)

a)sii( -1 )alors il = V=DZ + 22 = V5 b)siﬁg _ )alors Il = V(=42 + (=3)2 = V35 = 5

2
c) si ﬁ( \éi ) alors |||l = V22 432 = Vi1 d) si i@ _04 ) alors ||| = /02 + (—4)2 =4
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2. Coordonnées d’un point dans un repeére
a) Définition et propriétés
Définition

On appelle coordonnées d’un point M dans un repére (O7 7, ;) ’unique couple de réels (z, y) tels que

— = =
OM = zi+ yj. « est appelé abscisse de M et y est appelé ordonnée de M.

Notation : M( Zj ) ou M(z,y). Autrement dit, M( x ) < OM =i +vyj
axe des ordonnées
axe des abscisses
Propriété(s)
Dans un repére (O,;f7 ;) psi A zA et B zB alors E B T %A
YA YB YB — YA

« coordonnées du 2° point - coordonnées du 1°" point »

Démonstration : car ﬁ = m + ﬁ = O? — ﬁ
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2. Coordonnées d’un point dans un repeére

Propriété(s)
A+ TR
Dans un repére (O,;l‘7 ;) psi A zA et B B alors le milieu de [AB] est I 2
YA YB ya tyB
2
Tp—xp _xg-—mp
— —= s T —xy = 254
Preuve : I milieu de [AB] & al TI %A = %ﬁ 2 < ! A 2
Yr — YA YB—YA _ — YB—YA
5 Yr —yaA = P
_*p—TA | 2T4 _ Tpterp
- rr = 2 + =55 = 2 A I B
YyBp—vY 2y ypty
yp = YBZYA | 2va _ yptua
Propriété(s)
N . - = A T A rp )
Dans un repére orthonormé (O, z,]) ssi A ya et B v alors la distance AB est telle que
B
AB =+/(zp —24)? + (yp — ya)?
Preuve : car la distance AB est aussi la norme du vecteur ﬁ ( Zg : 5: )
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2. Coordonnées d’un point dans un repeére

Exemple(s)

Dans le repére orthonormé ci-contre, on considére les points

A(
)

b)

o)

d)

D) )ee(3)

Placer les points A, B et C.

Déterminer les coordonnées des vecteurs BZ et B(%

B-A>(1) “—2-1 ;ﬁ<73> — —2—-1

2 —1—-(-1) 4 +—3—(-1

e 52
Déterminer les coordonnées du point M tel que BM = 3B

ym +1 3x2 ym +1=6

m( ear — 1 ):35;( 3% 1 )@{ ep—1=3

Déterminer les coordonnées du point D tel que ABCD soit un parallélogramme.

ABC D parallélogramme < ﬁ ( *p —2 ) = ﬁ( _43 ) PN { xyD - 2127_43 P { zp = —1
p—1=

yp — 1

Déterminer les coordonnées du point N tel que A soit le milieu de [BN].

+ 1+
w4 = ZBITN - 2= 1IN {ZN:4_1:3
ypty —1+y =2+4+1=3

ya = BzN 1= 2N YN +

yp =5
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Coordonn un point dans un repére

2. Coordonnées d’un point dans un repeére

Exemple(s)

Rappel:A( 2 );B( L );c( ;2>

f) Calculer les distances AB, AC et BC
AB = (g —24)? + (yp —ya)? =
V=274 (C1- D2 = VDT (-2)2 = VB

AC =V(zc —7a)? +(yoc —ya)? =V(-2-22+(3-1)2 =

(=92 + (2?7 = v20

BC = /(z¢c —2)? + (yoc —yB)2 =

(2-121 (G- (D)2 = V(-3 @2 = V2B =5
Justifier que le triangle ABC est rectangle.
On a AB? 4+ AC? = 5 + 20 = 25 = BC?. Donc, d’aprés la

réciproque du théoréme de Pythagore, on peut en déduire que
le triangle ABC' est rectangle en A.

g

Géométrie analytique - 2nde

https://www.xmimath.net

13 /29



https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.0/fr/legalcode
https://www.xm1math.net

d’un point d

2. Coordonnées d’un point dans un repeére
b) Application aux problémes d’alignement et de parallélisme
Propriété(s)

Dire que trois points A, B et C sont alignés équivaut a dire que det(zﬁ, @) =0.

Preuve : puisque cela revient a dire que les vecteurs A§ et A(t sont colinéaires.

Exemple(s)

o —1 7
Dans un repére (O,i,j) les points A ( /2 , B ( ) et C ( /2 ) sont-ils alignés 7

1

—1/2 +—5k—3 ~1-3

Ona,ﬁ( 1 > =) a8 () 4 ) <—7/2—( 1/3)
On en déduit que det(AB, AC) = ‘21

‘_1/2 ’_lx(2)—(——)><4_0

Les points A, B et C sont alignés.

Propriété(s)

Dire que les droites (AB) et (CD) sont paralléles équivaut o dire que det(ﬁ, @) =

Preuve : puisque cela revient & dire que les vecteurs A§ et Cﬁ sont colinéaires.
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Coordon un point d

2. Coordonnées d’un point dans un repeére

Exemple(s)

Dans le repére orthonormé ci-contre, on considére les points
2 5 1
O RIEOETE

a) Déterminer les coordonnées des vecteurs AB et AC.

ﬁ( :f) —5-2 ;ﬁ< —1) —1-2

—2—-1 3 —4—-1

b) Déterminer les coordonnées du point D tel que ABDC soit un
parallélogramme.

ABDC parallélogramme < @ ( zg : 1 ) = ﬁ ( 3 ) =

4 1
zp —1=3 Tp =
{?JD*4:1 <:>{

c

Déterminer les coordonnées du point M tel que
s
CM = 1AB + 34¢

ent (i) =4mB( U )eame( ) ) e

ym — 4 1/a

d) Vérifier que les droites (DM) et (BC) sont paralléles.

-3 +—1—-4 —4 «~—1-5
O“"‘DIZ(%) 1355 et]%( 2 ) —a-2
Donc, det(DM,R’):‘ 5 4

3/2 2

‘:73><27%><(74):0.

M
D
T e
B
7] A
o| v 6
-1

v,

Géométrie analytique - 2nde

https://www.xmlmath.net 15 /29


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.0/fr/legalcode
https://www.xm1math.net

Equations cartésiennes d’une droite

3. Equations cartésiennes d’une droite
a) Définition
Propriété(s)

Dans un repére du plan, les cordonnées x et y des points d’une droite d vérifient une relation
de la forme ax + by +c =0 (a et b ne pouvant pas étre nuls en méme temps).
On dit que ax + by + ¢ = 0 est une équation cartésienne de la droite d.

Démonstration

Soit A ( :;2 ) un point et @ ( g ) un vecteur directeur de la droite d.

M(i)ed@det(m,ﬁ):0¢> z:;:’ g =0&B(x—z4)—a(y—ya) =0<&

Bx — ay+ aya — Bra = 0. Ce qui est bien de la forme az + by + ¢ = 0 (il suffit de prendre a = ;b = —a;
c=oays — Pza)

v

Propriété(s)

Réciproquement, ’ensemble des points dont les coordonnées x et y vérifient l’équation
ax +by+c=0 (a et b non nuls en méme temps) est une droite dont un vecteur directeur est

a( —ab).
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ines d’une droite

3. Equations cartésiennes d’une droite

Démonstration

Soit A un point dont les coordonnées x4 et ya vérifient I’équation azx + by + ¢ = 0, c’est a dire
telles que axa + bya + ¢ = 0.
Dire qu’un point M a ses coordonnées = et y vérifiant la relation azx + by 4+ ¢ = 0 équivaut a dire que

az+by+c—(awA+byA+c):0<:>a(w—wA)+b(y—yA):0<:>‘ z:zj _(lz) ‘:0@AM

et 4 ( ;b ) colinéaires. Donc tous les points dont les coordonnées x et y vérifient I’équation

ax + by + ¢ = 0 sont sur une méme droite dont un vecteur directeur est o < ;b >

Remarque(s)

Une droite admet une infinité d’équations cartésiennes équivalentes.
En effet, pour tout réel k #0, axr +by+c=0< k(az +by+c) =0

b) Comment tracer une droite dont on connait une équation cartésienne

Méthode pour les droites non paralléles aux axes

On détermine les coordonnées de 2 points distincts de la droite en prenant un x et/ou un y
particulier.
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3. Equations cartésiennes d’une droite

Exemple(s)

a) Tracer la droite di d’équation z — 2y + 6 = 0.
Size=0,z—-2y+6=0& —2y+6=0<y=3
La droite passe par le point d’abscisse 0 et
d’ordonnée 3.
Siy=0,z—-2y+6=02x+6=0<xz=—6
La droite passe par le point d’abscisse —6 et
d’ordonnée 0.

b

Tracer la droite do d’équation —2z 4 3y + 12 = 0.
Sixz =0,
—2x+3y+12=03y+12=0y = —4

La droite passe par le point d’abscisse 0 et
d’ordonnée —4.

Siy=0,

—2x+4+3y+12=0& 2c+12=0&2=6

La droite passe par le point d’abscisse 6 et
d’ordonnée 0.

c) Tracer la droite dg d’équation z + 2 = 0.

C’est un cas particulier : 2 +2=0& oz = —2
Tous les points de la droite ont la méme abscisse :
c’est une droite paralléle & I’axe des ordonnées

d

Tracer la droite dq d’équation y — 5 = 0.

C’est un cas particulier : y =5 =0&y =5

Tous les points de la droite ont la méme ordonnée :
c’est une droite paralléle & I’axe des abscisses

dy

y
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ines d’une droite

3. Equations cartésiennes d’une droite

c) Cas particulier des droites paralléles aux axes

Propriété(s)
Dans un repére orthogonal :
@ Les droites verticales admettent une équation de la forme « x = une constante » ;

@ Les droites horizontales admettent une équation de la forme « y = une constante ».

d) Comment déterminer si un point est sur une droite dont on connait une
équation ?

Méthode

On regarde si ses coordonnées vérifient 1’équation de la droite.

Exemple(s)
Le point A ;52, ) est-il sur la droite d d’équation 4z — 5y —5 =074 x5 —-5x 3 —5 =0 donc
Aed.
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une droite

3. Equations cartésiennes d’une droite

e) Comment déterminer un vecteur directeur d’une droite d’équation
ax+by+c=07

Méthode

Un vecteur directeur est o ( _ab >

y
Exemple(s)
a) Un vecteur directeur de la droite d’équation 3z + 1y +5 = 0 est @ ( _31 )

. . . . - _ (—2) _ 2
b) Un vecteur directeur de la droite d’équation —z—2y +4 = 0 est @ 1 = 4
¢) Un vecteur directeur de la droite d’équation = + 2 = 0 est @ ( ? )
d) Un vecteur directeur de la droite d’équation y —3 = 0 est @ ( 701 )

y
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Equations cartésiennes d’une droite

3. Equations cartésiennes d’une droite

f) Comment déterminer une équation cartésienne d’une droite connaissant un de
ses points A et un vecteur directeur 4 ?

Méthode

—
On exprime que dire qu’un point M ( Z > est sur la droite équivaut a dire que det(AM, @) = 0.

v

Exemple(s)

Détermination d’une équation cartésienne de la droite d passant par A ( _32 ) et de vecteur

directeur ﬁ( g > :

x T o r+2 4
M<y>€d(:det(AM,u)—O® y—3 5
S 5(x+2)—4(y—3)=0< bz —4y +22=0.
Une équation de d est bz — 4y +22 =0
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une droite

3. Equations cartésiennes d’une droite

g) Comment déterminer une équation cartésienne d’une droite connaissant deux
de ses points A et B (A# B)?

Méthode

On exprime que dire qu’un point M ( Z ) est sur la droite équivaut a dire que det(AM s E) = 0.

Exemple(s)

a) Détermination d’une équation cartésienne de la droite d passant par A ( ? ) et B ( ;3 ) :

T ) ede det(AM,AB) =0 © ’;:? :g‘:o

< —3(xz—2)— (=5)(y —7) =0« —3z + 5y — 29 = 0. Une équation de d est 3z + 5y — 29 = 0

M

b) Détermination d’une équation cartésienne de la droite d passant par C ( T:)l ) et D ( I ) :

M(m)edc)det(CM,CA'ﬁ):O(:) 1l 81 _g

Y 1
< x+1—-8y=0%4x—8y+1=0. Une équation de dest  — 8y +1 =0
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Equations cartésiennes d’une droite

3. Equations cartésiennes d’une droite

h) Comment déterminer si la droite d d’équation az + by + ¢ = 0 est paralléle a la
droite d’ d’équation a’z +b'y+c' =07

Méthode

S . _( =b _, [ b .
On détermine si les vecteurs directeurs 4 ( a ) et @’ ( o ) des deux droites sont

colinéaires en vérifiant si leur déterminant est nul.

Exemple(s)

La droite d d’équation 3z — 12y + 7 = 0 est-elle paralléle a la droite d’ d’équation —2zx+8y —1 =107
Un vecteur directeur de d est @ ( 132 et un vecteur directeur de d’ est @’ :3

12 -8
3 -2
i et i’ étant colinéaires, on peut en conclure que les droites d et d’ sont paralléles.

det (@, @) = ‘ ’ =12 x (=2) — 3 x (=8) = 0.
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ines d’une droite

3. Equations cartésiennes d’une droite

i) Comment déterminer une équation de la droite d’ paralléle a la droite d
d’équation ax + by + ¢ = 0 et passant par un point A?

Méthode

. . _( =b . . .
On détermine un vecteur directeur o ( o ) de d (qui est donc aussi un vecteur directeur
de d’) et on exprime que dire qu'un point M ( ; ) est sur d’ équivaut a dire que

det(AM, @) = 0.

Exemple(s)

Détermination d’une équation de la droite d’ paralléle a la droite d d’équation 3z — 4y + 1 = 0 et passant
-5

par le point A 1

Un vecteur directeur de d (et donc aussi de d’) est 11‘( 4 )

3
z+5 4
y—1 3
< 3(x+5) —4(y — 1) = 0 < 3z — 4y + 19 = 0. Une équation de d’ est 3z — 4y + 19 =0

M<z)6d’©det(AM,ﬁ')=0©‘ =0
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4. Equation réduite d’une droite non paralléle & I’axe des ordonnées
a) Définition

Propriété(s)
Dans un repére du plan, toute droite non paralléle a l'axe des ordonnées admet une équation, dite

équation réduite, de la forme y = ma + p. Cette forme est unique et m est appelé coefficient directeur

de la droite (p est lut appelé ordonnée a l’origine).
y

Démonstration

Si une droite d d’équation cartésienne ax + by + ¢ = 0 n’est pas paralléle & ’axe des ordonnées alors

nécessairement b # 0. Et donc, az +by +c =0 by = —az —c & y= —%z — %A On a bien y = ma + p en
prenant m = — ¢ et p = — . )
b) Propriétés
Propriété(s)
Siy = ma + p est l’équation réduite d’une droite alors un de ses vecteurs directeurs est i( 711 )

v
Démonstration
Démonstration : y =ma+p o me —y+p =0 ar+by+c=0aveca=m ,b=—1et c=p. Un vecteur
directeur est 4@ ( —b > =1u ( 1

a m
p
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4. Equation réduite d’une droite non paralléle & I’axe des ordonnées

Propriété(s)

Si deux points distincts A ( :;2 ) et B ( zg ) sont sur la droite d’équation réduite y = mz + p
YB — YA
alors on a m = ———.
B —TA
différence des ordonnées

On dit que le coefficient directeur d’une droite est égal a .
différence des abscisses

y

Démonstration
YB —yYa =mzg +p— (Mmxy +p) =mxg +p—mzy —p=m(zg —T4) )
Propriété(s)
Dire que deux droites non paralléles a l'axze des ordonnées sont paralléles équivaut a dire qu’elles ont
le méme coefficient directeur.

y
Démonstration
Dire que la droite d d’équation réduite y = maz + p est paralléle a la droite d’ d’équation réduite

. . . " 1 " 1 L

y = m/x + p’ équivaut a dire que les vecteurs directeurs @ ( m ) et @’ ( m! ) sont colinéaires. Or,
det(@,@') =0« m=m'

p

Géomeétrie analytique - 2nde https://www.xmlmath.net 26 / 29


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.0/fr/legalcode
https://www.xm1math.net

4. Equation réduite d’une droite non paralléle a I’axe des ordonnées

c) Comment tracer une droite connaissant son équation réduite ?

Méthode

On détermine les coordonnées de deux points distincts en prenant deux z différents. J

Exemple(s)

a) Tracer la droite di d’équation y = z.
Si = 0, y = 0. La droite passe par le point
d’abscisse 0 et d’ordonnée 0.
Si ¢ = 2, y = 2. La droite passe par le point
d’abscisse 2 et d’ordonnée 2.

b) Tracer la droite do d’équation y = —2x + 3.
Si = 0, y = 3. La droite passe par le point
d’abscisse 0 et d’ordonnée 3. 5o s T

=

Siz=2,y=—-2Xx2+4 3= —1. La droite passe par .
le point d’abscisse 2 et d’ordonnée —1.
c) Tracer la droite d3 d’équation y = %:v — 4. sy
Si x = 0, y = —4. La droite passe par le point
d’abscisse 0 et d’ordonnée —4. 2
Siz=3,y= % X 3 —4 = —2. La droite passe par le
point d’abscisse 3 et d’ordonnée —2. -
y
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d’une droite

4. Equation réduite d’une droite non paralléle a I’axe des ordonnées

d) Comment déterminer 1’équation réduite d’une droite connaissant deux de ses
points A et B?

Méthode

différence des ordonnées YB — YA
@ On calcule m = = 5
différence des abscisses TR — T A

@ On détermine p en exprimant que ’on doit avoir y4 = mxz 4 + p (ou ygp = mzp + p)

Exemple(s)

@ Détermination de I’équation réduite de la droite passant par A ( é ) et B ( : ) :
5—3
m=——=2
2—-1
ya=mzp +p=3=2xXx1+p&sSp=1.
L’équation réduite de (AB) est y = 2z + 1.

3
@ Détermination de I’équation réduite de la droite passant par A < (2) ) et B ( _14 ) :
—4 -0 —4 8
m= = — =
3 1
-5 -3
Yya =mzpg +p < 0=8X %ﬁ»p{:}p:*lZ

L’équation réduite de (AB) est y = 8z — 12.
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Fin du chapitre

[
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