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1. Introduction

a) Présupposé

On admet qu’il existe une unique fonction, notée exp, définie et dérivable sur R dont la dérivée est égale a
elle-méme et dont I'image de O est égale & 1. Autrement dit, exp(0) = 1 et pour tout réel x,

exp’ (z) = exp(z). Cette fonction est appelée fonction exponentielle.

b) Conséquences

@ Si pour tout z, exp’(z) = exp(z), on a exp’(—x) = —exp(—=z) et exp’(z + a) = exp(z + a) (d’aprés la
formule sur la dérivée des fonctions de la forme f(az +b) ).

@ Pour tout réel a, on considére la fonction f définie sur R par f(z) = exp(z + a) X exp(—x) :

@ On a f(0) = exp(a) X exp(0) = exp(a).
e Pour tout z, f/(z) = exp(z + a) X exp(—z) + exp(z + a) x (—exp(—z)) = 0. Donc f est une
fonction constante, ce qui veut dire que, pour tout z, f(xz) = f(0). On en conclut que,

pour tout z, exp(z + a) X exp(—z) = exp(a) ‘ (lemme 1)

@ Si on applique le lemme 1 avec a = 0, on obtient que, pour tout z, exp(z) X exp(—z) =1 :
@ cela implique qu’il ne peut pas exister de x tel que exp(z) serait nul, car sinon on ne pourrait pas

pour tout z, exp(z) # 0 | (propriété 1).

avoir exp(z) X exp(—z) = 1. On peut en déduire, que

1
@ Du coup, on peut aussi en déduire, que | pour tout z, exp(—z) = ﬁ (propriété 2).
exp(x

w
—
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1. Introduction

@ Ainsi, le lemme 1 devient : pour tous réels z et a, exp(z + a) X ﬁ = exp(a)
exp(x

< exp(z + a) = exp(z) X exp(a). En remplagant = par b, on obtient :
pour tous réels a et b, exp(a + b) = exp(a) X exp(b) | (propriété 3).

@ On peut en déduire que :

_ expla)
exp(b)  exp(b)’
o exp(2a) = exp(a + a) = exp(a) x exp(a) = (exp(a))? ;

o exp(3a) = exp(a + 2a) = exp(a) X exp(2a) = exp(a) x (exp(a))? = (exp(a))?;
xp(a))™ (en extrapolant).

o exp(a — b) = exp(a) X exp(—b) = exp(a) X

@ pour tout entier positif n > 1, exp(na) =

@ Si on note e la valeur de exp(1), on a pour tout entier positif n > 1,
exp(n) = exp(n X 1) = (exp(1))" =e™.
1

Du coup, on a aussi exp(—n) = ——— = — = e
exp(n) en

c) Nouvelle notation

Comme pour tout entier, positif ou négatif, exp(n) = e™ et comme la fonction exponentielle suit les mémes

régles algébriques que les puissances, exp(z) est souvent remplacée par la notation e” pour n’importe quel

réel x.
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2. Propriétés générales

Propriété(s)
En notant e la valeur de exp(l) et en utilisant la notation e pour exprimer exp(zx) :

@ % ewiste pour tout réel x e =1

@ Un exponentiel n’est jamais nul @ Pour tous réels a et b, e x e? = 210

@ Pour tout réel a, E% =e ¢ @ Pour tous réels a et b, % = b
e
@ Pour tout entier n, (e*)" = e™?
Ainsi, pour tout x on a : e~ ¥ = e% ; (eI)2 = 27 ; (ez)3 = 3%
y
Exemple(s)
0 2 x 6B = o2t3 — B 0 e T2 _ 5
= = o
2
° () — 2T — 223 _ o~ ° BT =2  Sx—2x Bz e3r—2z _ qw
3z o3 Ten)Z T oZm T oZa =
Note : on utilise en fait des régles similaires a celles des puissances.
y
Propriété(s)
Un exponentiel est toujours strictement positif.
v
. . = 2x L N2 . . . f B
Démonstration : pour tout z, e =e” " 2 = (e 2) qui est nécessairement strictement positif. it )
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3. La fonction exponentielle

Rappel Courbe

/
Pour tout z, on a (e*)’ = e*. 7 o® /

Propriété(s) /
La fonction exponentielle qui a tout x associe e* est
définie, dérivable et strictement croissante sur R. )

h
~_

+
Justification des variations : un exponentiel étant toujours /

strictement positif, la dérivée est strictement positive sur R.

Détermination d’une équation de T', la tangente & la courbe
de la fonction exponentielle au point d’abscisse O :

Avec f(z) = e”, une équation de T est j‘
y=f0)+f(O0)(z-0) s y=a+1
car f(0) =e® =1et f/(0) =e® =1. 3 o 1 0O

=
—-
)
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et inéquations

4. Equations e* = e® et inéquations

Comme la fonction exponentielle est strictement croissante sur R.

Propriété(s)
ect =e* S xx=a ect > e >a ect > e x>a
et <e* s xr<a ec? e ax<a
v
Exemple(s)
Résolution dans R de :
@ léquation e*® =e? 1 e =e' G 2r =4 o =2 5= {2}
@ Déquation 316 =1: %10 =1 0 30 = o324 6=02=-2.5={-2}
2 2
Q l’équatione(z ) =e4:e(I ) =eter’=4r=20uz=-2.85={2-2}
@ linéquation e < 1:e** <1 e < © 20 <0& 2 <0. S =]-00;0[
[5] 1’inéquati0nel_I>e2:el_z>e2<:>1—w>2<:>1—22z<$—12:1:.S:]—oo;—l]
v
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5. Fonctions de la forme f(z) = ke®

a) Dérivée

Rappel Exemple(s)

Pour tout z, on a (¢%%)’ = ae?®. . (e2z)/ — 02T o (e—o,sz)’ — _0,5¢ 0,52
= = -0,

b) Modéles de croissance/décroissance exponentielle

Etant donné un phénomeéne se modélisant par une fonction f de la forme f(z) = ke®®. On a dés lors
f'(z) = kae®™ et :

e Sia > 0, f est croissante sur R et admet une ® Sia <0, f est décroissante sur R et admet une
courbe de la forme : courbe de la forme :

A

J\

7 o
On dit alors que le phénoméne suit un modéle de On dit alors que le phénomeéne suit un modéle de
croissance exponentielle. décroissance exponentielle.
V.
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a forme f(z) =

5. Fonctions de la forme f(z) = ke®

c) Lien avec les suites géométriques

Propriété(s)

Les suites de la forme U,, = ke®™ sont des suites géométriques.

Upi1 kea(n+1)
Démonstration : Pour tout entier positif n, Uy # 0 et =
Un kean

_ canta—an _ .a

Fin du chapitre
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