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Introd

1. Introduction

a) Comportement d’une expression dépendant de h quand h se rapproche de 0

17¢ situation

e Compléter les inégalités suivantes : Réponses :

Q Si —0,1<h<0,1alors...... <24h<. i Q@ 1,9<2+h<2,1
@ Si —0,01 <h<0,0lalors ...... <24h<. i Q1,9 <2+h<2,01
@Si...... <h<. ... alors 1,999 < 2 4+ h < 2,001. @ -0,001 < h < 0,001

e Il semble donc, et on admettra, que ’on peut toujours trouver des h « proche de 0 » pour que 2 + h soit

aussi « proche de 2 » que ’on veut.

On dit alors que 2 + h tend vers 2 quand h tend vers 0. (notation abrégée : quand h — 0, 2+ h — 2)

e On peut alors penser, et on admettra, que quand h tend vers O :

Réponses :
@ (2+ h)? tend vers ...... s Q22—4
1
tend vers ...... s -
®© V2+ htend vers ....... Q2
v
Propriété(s)
On admet que, pour tout réel a et pour toute fonction de référence f définie en a :
Quand h tend vers 0, a + h tend vers a et f(a + h) tend vers f(a).
v
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Introdu

1. Introduction

2¢ situation

e Compléter les inégalités suivantes :

1 Réponses :
Si0<h<0,0lalors0<VA<...... et —— = ..... .. 1
® si S " S VE© @ VRi<0,1; — >10
L vh
Si0< h<0,0001alors0< VA< ...... t— > 1
o si = adors = VR @ Vh <0,01; — > 100
N vh
@Q@SiO<h< v, a10r50<ﬂ§0,0019tﬁ>1000. @ 0 < h <0,000001

1
e Il semble donc, et on admettra, que ’on peut toujours trouver des h « proche de 0 » pour que ﬁ soit

aussi « grand » que l'on veut.
1
On dit alors que — tend vers +oco quand h tend vers 0. (notation abrégée : quand h — 0,

vh
1
NG

— +00)
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1. Introduction

b) Position limite des sécantes a une courbe

Soit f une fonction définie sur intervalle I contenant
a et A le point (fixe) de la courbe de f d’abscisse a.
Pour tout h (tel que a + h € I), on note M le point
(variable) de la courbe de f d’abscisse a + h.

Quand on fait tendre h vers 0, le point M se
rapproche de A (sans ’atteindre) et la droite (AM)
se rapproche d’une droite qui correspond a ce qu’on
appelle la tangente a la courbe de f en A.

Pour obtenir le coefficient directeur de cette
tangente, il suffit de regarder vers quoi tend le
coefficient directeur de la droite (AM) quand h tend
vers 0. Or, on a vu au chapitre précédent, que le
coefficient directeur de la droite (AM) était en fait
égal au taux de variation de f entre a et a 4+ h, c’est
fla+h)— f(a)

h

a dire a

Conclusion : pour déterminer le coefficient directeur

de la tangente a la courbe au point d’abscisse a, il

fla+h) = f(a)
h

suffit de déterminer vers quoi tend

quand h tend vers 0.

fla+h)

fla)

Dérivation
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on en un point

2. Nombre dérivé d’une fonction en un point

Définition

Etant donné une fonction f définie sur un intervalle I contenant a.

fla+h) = f(a)

Si le taux de variation ————————— tend vers un nombre quand h tend vers 0, on dit que f est
dérivable en a et ce nombre, noté f’(a), est appelé nombre dérivé de f en a.
V.
Exemple(s)
1. Soit f la fonction définie par f(z) = 22 :
. L f(a+h) = f(a)
On a vu au chapitre précédent que, pour tout a et pour tout h # 0, f = 2a 4+ h. Quand h
tend vers 0, 2a + h tend vers 2a.
On peut en conclure que, pour tout a de R, la fonction carré est dérivable en a et que f’(a) = 2a.
1
2. Soit f la fonction définie par f(z) = — :
x
On a vu au chapitre précédent que, pour tous réels a > 0 et h # 0 tel que a + h > 0,
Fla+h) — f(a) -1 .
= . Quand h tend vers 0, a + h tend vers a, donc a(a + h) tend vers a“ et
h a(a + h)
—1 —1

——  tend vers —.
a(a + h) a2
On peut en conclure que, pour tout a > 0, la fonction inverse est dérivable en a et que f’(a) = _—2

a

v
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on en un point

2. Nombre dérivé d’une fonction en un point

Exemple(s)

3. Soit f la fonction définie par f(z) = Vz
On a vu au chapitre précédent que, pour tous réels a > 0 et h # 0 tel que a4+ h >0
flath)—f(a) _ 1

h Vath+yva®

Deux cas de figure se présentent quand on fait tendre h vers O :

@ Sia =0 alors f(a+h) fla) m+\f \/7 ﬁ ne tend pas vers un nombre, mais vers +oo
3

quand h tend vers 0. On en conclut que la fonction racine carrée n’est pas dérivable en 0.

@ Par contre si a > 0, v/a + h tend vers v/a, donc va + h + v/a tend vers 2 /a et M tend

1
vers 34—
4. Soit f la fonction affine définie par f(z) = mz + p :
Pour tout a et pour tout h # 0, f(a+h)7f(a) = m(“+h>+17 (ma+p) _ Th = m. Le taux de variation est

h
donc constamment égal & m et il tend forcement vers m quand h tend vers 0.
On en conclut que pour tout a de R, f est dérivable en a et que f’(a) = m.
5. Soit f la fonction définie par f(z) = || :

@ Sih >0, M =h 1, qui tend vers 1 quand h tend vers O par valeurs positives.

h
@ Sih >0, M = %h = —1, qui tend vers —1 quand h tend vers 0 par valeurs négatives.
On en déduit que si w tend bien vers un nombre, ce n’est pas le méme selon que h tende vers 0

par valeurs positives ou négatives. On en conclut dans ce cas que f n’est pas dérivable en 0.
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Fonction dérivée d’une fonction numérique

3. Fonction dérivée d'une fonction numérique

a) Introduction

On a vu que pour tout réel a, la fonction carré est dérivable en a et que le nombre dérivé en
a est f'(a) = 2a.

On peut donc créer une nouvelle fonction qui & tout a associe le nombre dérivé de f en a.
Cette fonction va s’appeler fonction dérivée de la fonction carré et, en reprenant la variable x
habituelle, elle sera définie par f'(z) = 2.

Oralement et par abus de langage, on dira que « la dérivée de z2 est 2z » alors qu’en toute
rigueur, il faudrait dire que la dérivée de la fonction carré est la fonction qui a x associe 2x.

b) Définition générale
Définition
e Si pour tout a d’un intervalle I, une fonction f est dérivable en a, alors on dit que f est

dérivable sur I.

e On note alors f’ la fonction, dite fonction dérivée de f, qui a tout a de I associe f/(a), le
nombre dérivé de f en a.
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Fonction dérivée d’une fonction numérique

3. Fonction dérivée d’une fonction numérique

c) Fonction dérivée des fonctions usuelles

Propriété(s)
Fonction Fonction dérivée Sur Exemples
f@) =m F@) =0 R f@)=3= f'(z) =0
fl@)y=a= f(z) =1
fl@)y=mz+p | fl(x)=m R
flz)y=2z—-4= f'(z) =2
f(z) = ? f(x) =2 R
f(z) =a? f'(x) = 32 R
f(z) = * f(x) = 42> R
f@) =~ @)= R
z T
1 2
f(I):zj f/(w)zfﬁ R*
1 3
f(f):; f/(w):*; R*
@ =vE | f@=gm | Dol
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ur les fonctio

4. Opérations sur les fonctions dérivables

Pour toute cette partie, I représente un intervalle.

a) Dérivée de f+g

Théoréme
Si f et g sont deux fonctions dérivables sur I alors f + g est dérivable sur I et (f + g)' =f+4. J
h h) — h) — h) —
Justification de la formule : Je T M Talath) = (fla) +9(a)) _ flath)— f(a) n g(a+h) —g(a)
h h h
—f(a) —g’(a)
Exemple(s)
dérivée de z2  dérivée de x
2 ’
1. Si f(x) = 2“ + x alors f'(z) = 2x + 1
dérivée de %
dérivée de x
) 1 , ~ 1
2. Si f(x) =z + — alors f'(x) = 1 + -—
x 132
dérivée de /x
dérivée de 3z+4 ——
8. f(x) = (32 + 4) + V& alors f/ () 5+ —
. ) = x & alors xT) = e
2z
e 3
dérivée de = dérivée de 22 dérivée de 4
3 2 ’ 2
4. Si f(z) = a2 + z° + 4 alors f'(z) = 3z + 2z + 0
v
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4. Opérations sur les fonctions dérivables

b) Dérivée de kf (k nombre réel)

Théoréme

Si f est une fonction dérivable sur I alors pour tout réel k, kf est dérivable sur I et (kf)’

 Rflath) —kfla) 0 flath)—f(a)

Justification de la formule : ca

h h
N—_—— —
—f(a)
Exemple(s)
dérivée de x2
N~
1. Si f(z) = 322 alors f'(z) = 3 x (2z) = 6z
dérivée de /T
——
2. Si f(z) = —2y/z alors f'(z) = —2 x (ﬁ) = 7ﬁ
dérivée de %
——
3. Si f(x):%:Sx%alors fl(z) =3 x (—;15) :_f’?
4. Si f(z) = 223 + 722 + 8z alors
derivée de 2 dérivée de @2 dérivée de 8z+1
’ 2 2
fl(z)y=2x 3z +7 X 2z + 8 = 6z° + 14z + 8

Dérivation
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ur les fonctio

4. Opérations sur les fonctions dérivables

c) Dérivée de f —g

Théoréme

Si f et g sont deux fonctions dérivables sur I alors f — g est dérivable sur I et (f —g) = f —g’.

Justification de la formule : car f —g = f + (=1) x g, donc (f —g)' = f' +(=1) x ¢’

Exemple(s)
dérivée de 23 dérivée de /T
: —_ .3 _ ’ — 2 _ 1
1.8i f(z) == Vz alors f'(z) = 3z CN
dérivée de -1
dérivée de @2 z
o~ ——
2. Si f(a:):4ac2—mi2 alors f/(z) =4 x 2z - (—E%) :8m+zl3
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Opérations sur les fonctions dérivables

4. Opérations sur les fonctions dérivables

d) Dérivée de fg

Théoréme
Si f et g sont deux fonctions dérivables sur I alors fg est dérivable sur I et (fg) = f'g + fg’. J
Justiﬁﬁation de la formule : car n n n
Lot M =10yt sy x KEER 00 _ et W) xplet ) = fa) xote)
fla+h) — f(a gla+h) —g(a
flath) = j(@) ()Xg(a+h)+ f(a) x lath) =g
h —_— N h
—g(a) —f(a) ’
—f'(a) —f(a)
Exemple(s)
dérivée de @ dérivée de /z
~~ 7 A N
. _ ’ _
1. Si f(z) =z X /x alors f'(z) = 1 XV/T 4z X CNG
dérivée de 4z dérivée de 44/x
—— —N— 5
2. Si f(z) =423 x (4+ V3) alors f/(z) = 4x 322  x (4+ 3) +423 x (0+ 2\1/5) =120% 4 225
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4. Opérations sur les fonctions dérivables

e) Dérivée de f2

Théoréme

Si f est une fonction dérivable sur I alors f2 est dérivable sur I et (fz) =2f'f.

Justification de la formule : car (f2)/ =(fx f)/ =f'f+ff.

Exemple(s)
dérivée de 7Tz+5
~~
1. Si f(z) = (T + 5)2 alors f/(z) =2 X 7 X (7z + 5) = 14(Tz + 5)
dérivée de 23 —4a2
—~—
2. Si f(z) = (z?’ — 412)2 alors f/(z) = 2 x (312 —4 X 21) X (zg - 4z2) =2 (312 — 81) (2% — 42?)

)|
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4. Opérations sur les fonctions dérivables

f) Dérivée de %

Théoréme

Si f est une fonction dérivable et qui ne s’annule pas sur I alors % est dérivable sur I et

(-4
1

Justification de la formule : car f X % =1 et donc on doit avoir (f X ?)/

0
Mais en utilisant la formule du produit, on a aussi (f X %)/ =f' x % + fx (%),

’

Do s j g (1) 0w (1) =0 = (1) =

Exemple(s)
dérivée de 5x—1
~~
181 f(2) = —— alors f(2) >
. Sif(z) = alors )= —— -
5r — 1 (5x — 1)2
dérivée de 5x2+3
——
2. Si f(2) 1 ) () 5% 2z —10z
. 1 xr) = ——— alors ) = — =
522 + 3 (5x2 + 3)2 (5x2 + 3)2

Dérivation https://www.xmlmath.net
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ur les fonctio

4. Opérations sur les fonctions dérivables

g) Dérivée de 5

Théoréme

Si f et g sont deuzx fonctions dérivables sur I et si g ne s’annule pas sur I alors %

est dérivable sur

’ ’ _ ’
P (f) Lot
g9 g
Justification de la formule : car £ =fx % et donc, en utilisant la formule du produit,
LY Z g L 1)’ _9’ _ 1y
(9)_f><9+fx(g) +f>< g2 _g 92
Exemple(s)
1. Si f(z) = alors
I(=) 2+ 3
dérivée de Tx dérivée de 2z+3
~
P (7) X (2¢ + 3) — (7z) x (2) 14z 4 21 — 14 21
) = = =
(2x + 3)2 (2z + 3)2 (2z + 3)2
2
2. Si f(z) = alors
S 3z +1
dérivée de x2 dérivée de 3z+1
—~s athn
= (2x) X (3x + 1) — (z?) x (3) 622 4+ 2z — 322 322 422
x) = = -
3z +1)2 3z +1)2 (3z +1)2
e
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Opérations sur les fonctions dérivables

4. Opérations sur les fonctions dérivables

h) Bilan
Formules & connaitre
Fonction Fonction dérivée Fonction | Fonction dérivée
f+g f'+9 f? 21 f
1 f
kf (k réel) kf! - -
f f?
f f'a—fg
fa f'g+1rg = 5
g g )

g
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5. Tangente a la courbe d’une fonction dérivable
a) Equation

Propriété(s)
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I contenant a :

@ La tangente a la courbe de f au point d’abscisse a est la droite passant par le point de la courbe
d’abscisse a et dont le coefficient directeur est égal & f’(a).

@ Une équation de cette tangente est y = f(a) + f'(a)(z — a).

Démonstration L’équation réduite de la tangente est de la forme y = f '(a)z + p puisque son coefficient
directeur est f’(a). De plus la tangente doit passer par le point d’abscisse a et d’ordonnée f(a). On doit
donc avoir f(a) = f’(a) X a + p. D’ott p = f(a) — af’(a).

Ainsi une équation de la tangente est y = f'(a)z + f(a) — af’(a) & y = f(a) + f'(a)(z — a)
Exemple(s)

1. Equation de la tangente au point d’abscisse 5 de la courbe de la fonction f définie sur R par

fl@)y=a® -3z +1:y=F()+f'(5)(z—5)
e f(5)=52—-3x54+1=11 o f'(z) =2x —3 e f/(5)=2x5-3=7
Une équation de la tangente est donc : y = 11 4+ 7(x — 5) & y = Tz — 24

2. Equation de la tangente au point d’abscisse 2 de la courbe de la fonction f définie sur |1; 4oo[ par

@)=y =52)+ 5/ 2)(x - 2)

_ 2x241 _ , _ 2x(z—1)—(2a+1)x1 _ _ _3 P
° f(2) = 51 = 9° o fi(z) = (z—1)2 = @12 e f1(2) = z-12Z 3
Une équation de la tangente est donc : y =5 — 3(z — 2) & y = =3z + 11

v
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Tangente a la courbe d’une fonction dérivable

5. Tangente a la courbe d’une fonction dérivable

b) Construction graphique de la tangente au point d’abscisse a

@ On part du point de la courbe d’abscisse
as;

@ En se décalant horizontalement d’une
unité selon ’axe des abscisses, puis T
verticalement de f’(a) unités selon l'axe
des ordonnées, on obtient un deuxiéme
point de la tangente.

Courbe Tangente

f'(a)

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
-—— =

Dérivation
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5. Tangente a la courbe d’une fonction dérivable

Exemple(s)
Réponse : On a f'(z) =2z — 1;
frA)=15f"(2) =3 et f'(-1) = =3.

D’ou la construction ci-dessous :
\ T / U /

On considére la fonction f définie sur [—2; 3] par
f(z) = 22 — = dont la courbe est donnée ci-dessous.

g

—
~—
//
S~
=

+1 +1

14 1

Tracer sur la figure les tangentes a la courbe de f aux poins
d’abscisse 1, 2 et —1.
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5. Tangente a la courbe d’une fonction dérivable

c) Détermination graphique de la valeur de f’(a) a partir de la tangente au point

A d’abscisse a
Principe

On sait que f /(a) est égal au coefficient directeur de la tangente au point d’abscisse a.
YB — YA

Donc, si B est un autre point de la tangente, on a f/(a) = .
TB —TA

Exemple(s)

Dans la figure ci-contre est représentée la courbe d’une fonction o
f dérivable sur [—2; 3]

@ Sachant que la tangente au point A d’abscisse 0 passe par

le point A’, déterminer f’(0).

Réponse : f'(0) est le coefficient directeur de cette A

’ _ Yar—YA _ —3-0 _ _ 2
tangente, donc f’(0) = Tar—wa = 1-0 = 3 B

@ Sachant que la tangente au point B d’abscisse —1 passe

par le point B’, déterminer f’(—1). 2 / B o 7

Réponse : f'(—1) est le coefficient directeur de cette / \

tangente, donc f/(—1) = Yp!TYB _ _3-1 _ _ g / )

zgr—xpg ~ 0—(-1) = / -

@ Sachant que la tangente au point C d’abscisse 2 passe par / =
le point C’, déterminer f'(2). _

Réponse : f'(2) est le coefficient directeur de cette

’ _ Yor—vc _ 3—-(=2) _
tangente, donc f'(2) = %clfﬂvc’ ="5—="=5

v
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Tangente a la courbe d’une fonction dérivable

5. Tangente a la courbe d’une fonction dérivable

d) Recherche des éventuels points de la courbe ou la tangente admet un certain
coefficient directeur égal a m
Principe

Comme le coefficient directeur de la tangente est égal a la valeur de la dérivée, cela revient a
chercher les z tels que f'(z) = m.

Exemple(s)
Recherche des points éventuels de la courbe de la fonction f définie sur R par

f(z) = —x2 + 62 + 5 ot la tangente admettrait un coefficient directeur égal & 4 :

Cela revient a chercher les points ou la valeur de la dérivée est égale a 4.
Or, fllfz) =4 —2z+6=4 2r=-2&z=1.
On en conclut que seul le point de la courbe de f d’abscisse 1 convient.

3]
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la forme g(z) = f(ax + b)

6. Dérivée des fonctions de la forme g(x) = f(az + b)

Propriété(s)

On admet que si f est dérivable sur I alors la fonction g définie par g(x) = f(az +b) (avec
a # 0) est dérivable sur lintervalle formé des x tels que ax + b soit dans I et on a,
d'(z) = af'(az +b).

Exemple(s)
1
1. Si g(z) = VBz + 2 alors g/ (z) = 5 X _
g(z) = v g9’ (z) Vee ¥ 2
dérivée de 5x42 N——
PR 1
car la dérivée de /z est Vs
1
2. Si g(z) = V1 + 22 alors g/ (z) = 2x X —_—
~~ 2¢/1 + x2
dérivée de 1+z2 ——
PR 1
car la dérivée de /x est /%
s _ 2)3 ’ _ 22
3.Slg(a:)—(l+ac) alors g’ (z) = 2x X 3(1+m)

N’

dérivée de 1+a2
+ car la dérivée de 3 est 322
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Fin du chapitre

[
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