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Limite d’une fonction en +oo

1. Limite d’une fonction en +o0co ou en —oo

a) Limite infinie en 400 ou en —oco
Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle admettant +oco pour borne.

On dit que f a pour limite +00 en +o0o (ou que f(z) tend vers 400 quand = o
tend vers +o00) si on peut toujours trouver un z assez grand a partir duquel f(x)

soit aussi grand que ’on veut.

On écrit alors que lim f(z) = oo
x—+o0o

y
De la méme fagon, on définit :
i
o7
o
[ h
[
lim f(z) = —o0 lim f(z) = +oo lim f(z) = —o0
z— z——o00 z——00
y
G
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Limite d’une fonction en +oo

1. Limite d’une fonction en +o0co ou en —oo

b) Limite finie en +0o ou en —oco

Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle admettant +oco pour borne.
e On dit que f a pour limite le nombre [ en +oco (ou que f(z) tend vers | quand
z tend vers +00) si on peut toujours trouver un z assez grand a partir duquel
f(x) soit aussi proche de | que ’on veut.
On écrit alors que lim f(z) =1

x—+oo

o Graphiquement, quand x tend vers +oco, la courbe de f se rapproche autant

que ’on veut de la droite horizontale d’équation y = I. On dit alors que cette

droite est une asymptote horizontale a la courbe de f en 400

y
Et quand z tend vers —oo
e On définit de la méme fagon lim f(z) =1
&Tr—r— 00
e Graphiquement, quand z tend vers —oo, la courbe de f se rapproche autant
que 'on veut de la droite horizontale d’équation y = [. On dit alors que cette
droite est une asymptote horizontale a la courbe de f en —oo.
y

Dire que li1£ f(z) =l équivaut a dire que la droite d’équation y = | est une asymptote horizontale a C’fJ
xT—r oo

en t+oo.
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une fonction en un

2. Limite d’une fonction en un réel a

a) Limite infinie en a - Asymptote verticale

Définition

e Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme Ja ; b[ ou Jc; a[. On a les situations suivantes :

sur Ja, b[ sur Ja, b[ sur Je, af sur Jc, af

0 -

i

Jim, @)= oo | Jim S@) =tee | Jim, f(e) = —o0
T>a r<a r<a

o Graphiquement, quand z tend vers a, la courbe de f se rapproche autant que ’on veut de la droite
verticale d’équation z = a. On dit alors que cette droite est une asymptote verticale a la courbe de f en

a.

v
Dire que mlil;ﬂa f(z) = £oo équivaut a dire que la droite d’équation z = a est une asymptote
z>a ou z<a
verticale a C'y en +oo.
y
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Limite d’une fonction en un réel a

2. Limite d’une fonction en un réel a

b) Limite finie en a

Propriété(s)
Si f est une fonction polynéme (c’est a dire de la forme f(z) = ax + b ou ax? + bx + ¢ ou
ax® +bax? 4 cx +d, --- ), une fonction rationnelle (c’est & dire le quotient de deux
polynémes) ou la fonction racine carrée et si f est définie en a alors on a
lim  f(z) = f(a). (la limite en a est égale a la valeur de la fonction en a)
x>a ou x<a
v
Exemple(s)
o limz2+1=02+1=1
x—0
x>0
° 21314 f = \/ZI =2
r<4
v
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Détermination des limites

3. Détermination des limites

a) Limite des fonctions de référence

Propriété(s)
e in 400 :
lim z=+4o0 ; lim 22 = 400 ; lim 23 = 400 ; lim /z = +o0
x—+oo T—+o00 T— 400 x—+oo
lim —=0 ; lim — =0 ; lim — =0 ; lim — =0
Tr——+oo I ’ z—+oo g2 ’ z—+oo g3 ’ T —+00 \/;E
e ’'n —oo :
lim z=-c ; lim 2?2 =40 ; lim 23 = -0
Tr—r— 00 xr—r—00 r—r —00
. 1 . .
lim — =0 ; lim — =0 ; lim — =0
T——00 T z——00 2 z——o00 3
e EnO0 :
.1 1 . 1 R 1
lim — = +o0 ; lim — = +o0 ; lim — = +o0 ; lim — = +o00
z—0 x—0 £E2 x—0 1-3 x—0 x
x>0 x>0 x>0 x>0
.1 . 1 . 1
lim — = —o0 ; lim — = +o0 ; lim — = —o0
z—0 x—0 $2 xz—0 I3
z<0 x<0 x<0
v

Limites de fonctions https://www.xmlmath.net 6/15


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.0/fr/legalcode
https://www.xm1math.net

3. Détermination des limites

b) Opérations sur les limites

On note FI (pour forme indéterminée) les cas ou les théorémes ne permettent pas de conclure. [ et I’

représentent deux nombres finis.

Limite d’une somme

Situation Exemple

1
)+ )=1+0 lim 3 +<7):
e N T — 400 x
1 Y —3 N~

—0

1
lim 4 + (7) = 400
x—0 x
x>0 _y 4 N

—1 —+oo Yoo

1
( )+ () = - im_(2)+ & =-co
R z——oo \ z
—1 ——o00 S~ oo

—0
)Y+ () — lim 22 + Vo =+oo
(7 N T—+00 ~—
—+4+o00 —4oo —+00 5400
()Y+ () — lim z° 4+ 2 =-o00
N~ N Z—>— 00 ~~
——00 ——00 —+—o00 ——00
)+ () FI
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3. Détermination des limites

Exemples de recherche de la limite d’une différence

1 1
lim (7) — 5 =-5 lim vz — ( ) = —o0
x—+o0 \ x ~ =0 v x
N~ 5 x>0 N N~
—0 — oo
2 . 1 1
lim T - =z = 400 lim — = =) =+
T——00 ~~ x—0 z2 xT
—+o00 ——oo <0 e N~
— + 00 — — 00

Limite d’un produit

Situation Exemple
()x( )y—=IxU lim 4 x 3+(7) =12
N T —> 400 N x
—1 =1/ —4 N
—0
N————
—3
. 2 1
()Y x () — llm(:c+3)><7:+oo
N —~— z—0 T
S1>0  —+oo w>0 T —~—
—0243=3 4o
y
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nination

3. Détermination des limites

Situation Exemple
1
() x () = -0 lim (*)71><\/E=—oo
NN z—+oo |\ @ NG
—1<0 —+oo —+oo
—0
[—
——1
1
) x () = —o0 lim, (4+z)><(—):—oo
(N7 N Eﬁg —— x
—1>0 ——oo <0 4to=a
——o0
. 1 3
() x () =+ lim — ) -5 x % =+4oo
~—~ z——00 z ~~
—1l<0 ——oo — =0
—0
———
——5
() x () — 4o lim 22 X Vo =4oo
N7 N z—too N NG
—4o00 —4oo —Fo0 4000
() x () = +oo lim  a® ><(7—a:2):+oo
~—~— —~— T —00 N~
——00 ——o0 - e
() x () —= - lim (8—z)x z = —oo
N~ N T+ 00— ~
——00 —4oo — — oo — oo
) x() FI
NI
—too —0
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3. Détermination des limites

Limite de 'inverse

Situation Exemple
1 1 1 1
— = lim @ —m—— = —
( ) A r— 400 2
v 1
—1#£0 (7) +2
T
N
—0
—_———
—2
1 1
— 0 lim — =0
() z= (z+2)
N N——
— oo — —oo
! + li +
_— — oo m — = oo
() =1 (z —1)
N ad T>1
—ot —0+
1
— —o0 lim =
() z—1
N2 2<l
—0— —0—
V.
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3. Détermination des limites

Limite d’un quotient

Pour étudier la limite de i, on écrit que — =
g9 g g

permet d’en déduire la limite de —.

Exemples :
li lim_ (—5) ! T im0~ i @t 1) ! T
e lim = lim (=5)x |—— | =4 e lim —— = lim (a X |—| =400
92 7z — 2  z—2 (z —2) z—=0 /z =0 (V=)
z<2 z<2 >0 >0 7]
—0— -0t
S——— N——
S —co —+o0 _
22 +3 9 1 223 3 1
e lim = lim_ (2" 4+3)X |——| = 4o e lim —= = lim (22°) X | v | =~
z—=—1 z+1 z——1 \ _ (z+1) z——o0 14 L z——00
z>—1 @>-1 7, @ o |
—ot 1+(7)
—— x
— oo =~
-0
—_—
L 1 ]
[N —
—1

1 1
= f X —. On détermine alors la limite de f et de —, ce qui
g
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3. Détermination des limites

c) Cas des fonctions polyndémes en +oco et en —co

Exemples introductifs

1 1
e lim 22 - 2 +1= lim z2 1—2x(—)4+(— = 400
T—+00 N T 400 S~ z 22
—4o0 — 400 — 400 S———
N e’ —0 —0
FI
—1
. 3 2 . 3 1 1
e lim 2z° + 4z 48 = lim 2z 1+42x(— )48 x| — = —o0
T——00 S ~ T — — 00 - =3
——o0 — 400 N~ Ne—r—
N——— —0 —0
FI
—1

En cherchant la limite en +co de polyndémes, on tombe souvent sur des formes indéterminées mais on

remarque qu’en factorisant par le terme de plus haut degré, le terme dans le crochet tend toujours vers 1.

Propriété(s)

Quand x tend vers +00 ou —oo, un polynéme admet la méme limite que son terme de plus haut degré.
y
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3. Détermination des limites

Exemple(s)
B 2 — B 2 _ B 3 2 — i 3 _
e lim —-3z“4+7x+4+4= lim —-3z°=—-—c e lim —42° —5z2z° —8zx+7= lim —42° =+4o0
xr—r+4o00 x— 400 xTr— — o0 T ——o00

d) Cas des fonctions rationnelles en +oco et en —co

Propriété(s)

Quand x tend vers +oo ou —oo, une fonction rationnelle admet la méme limite que le rapport des

termes de plus haut degré du numérateur et du dénominateur.

Exemple(s)
422 41 422
e lim — = lim — = lim 2z = 4o
x—+oo 2x + 3 r—+4oo 2x x—+oo
622 +x+3 62 1
o lim — o FrHS o Y m sx (L) =0
z——00 223 — 422 + Tz + 1 z——o0 2z3 T ——00 T
N~
—0
3z — 4 3x 1 1
e lim — = im = lim - = —
z—+0o0 6z + 1 r—+00 6x z—+o00 2 2
w
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3. Détermination des limites

e) Exemple d’étude du comportement aux bornes d’une fonction rationnelle

Exemple(s)
322 41

Soit f la fonction rationnelle définie sur ]2 ; 4oo[ par f(z) = Tz et C'y sa courbe dans un repére
-z

orthogonal.

Q C'y admet-elle une asymptote verticale ?
Réponse : pour cela il faut regarder si la limite de f en 2 donne un oco.

1
lim f(z) = lim (3z2+1) X | ——g | = —co.
x—2 x—2 (4,z )
z>2 T>2 Se—
—3x2241=13 _
—0
—_—
——o00

Donc la droite d’équation z = 2 est une asymptote verticale a Cy.

Q C'y admet-elle une asymptote horizontale ?
Réponse : pour cela il faut regarder si la limite de f en +o0o donne un nombre fini.

3z
lim f(z)= lim —— = lim —-3=-3.
z—+o00 z—+oo —g2 z—+o00
Donc la droite d’équation y = —3 est une asymptote horizontale a Cf en +oo.
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Fin du chapitre

[
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