Second degré : Résumé de cours et méthodes

1 Définitions :

DEFINITION

On appelle trindme du second degré toute fonction f définie sur R par f(x) = ax® + bx +c (a,b et ¢ réels avec a # 0).

Remarque : Par abus de langage, 1’expression ax> + bx + ¢ est aussi appelée trinéme du second degré.

DEFINITION

On appelle racine du trindme f, tout réel qui annule f.

Exemple : 1 est une racine du trindme 2x? +3x — 5, car 2(1)2 +3(1) —5 = 0.

Remarque : Chercher les racines du trindme ax? + bx + ¢, revient a résoudre dans R I’équation ax>+bx+c¢=0.

2 Factorisation, racines et signe du trinbme :

DEFINITION

On appelle discriminant du trindme ax? + bx + ¢ (a # 0), le réel A = b* — 4ac.

2-1 SiA<O:

Racines : Pas de racines réelles.
Factorisation : Pas de factorisation dans RR.
Signe : ax® + bx + c est toujours du signe de a.

X -0 +0

axz+bx+c Signe de a

a0

2-2 SiA=0:
b
2a’
Factorisation : Pour tout x, ax® + bx +c¢ = a(x — x1)>.
Signe : ax® + bx + c est toujours du signe de a et s’annule pour x = x;.

X -0 x1 +0
axz+bx+c | Signedea ¢ Signedea

Racines : Une racine réelle dite "double" : x| =
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a0

2-3 SiA>0:

Racines : Deux racines réelles : x; =

—b—+V/A . ~b+ VA
——etnp=———
2 ’ 2a

Factorisation : Pour tout x, ax® + bx +c¢ = a(x —x1)(x — x2).

Signe : ax? + bx + c est du signe de a  I’extérieur des racines.
(on suppose que x; < x2 )

X -0 x1 X2 +[

ax2+bx+c | Signede a Signe de (-a) ¢Signe dea

a0

x1 x2 x1, X2

3 Exemples de résolution d’équations et d'inéquations du second degré

3-1 Equations du second degré

e Résolution dans R de I’équation x> +2x—3 =0
(Par rapport aux formules,onaici:a=1,b=2etc=—3).
Calcul du discriminant : A = b> —4ac = (2)> —4(1)(-3) = 16.
Le discriminant est strictement positif, donc le trindbme admet deux racines réelles qui sont en fait les solutions de 1’équation :
Calcul des solutions :

~b—VA —2-16 —2-4 3 g —b+VA  —2+V16 —2+4

2a 2-1 2 2a 21 2
L’ensemble solution est donc S = {—3;1}.

1

X1 =

e Résolution dans R de I’équation 2%2 —2/2x+1=0:
(Par rapport aux formules, onaici:a=2,b = —2\2etc=1 ).
Calcul du discriminant : A = b* —4ac = (—2v/2)?> —4(2)(1) =4-2—-8 =0.
Le discriminant est nul, donc le trindbme admet une seule racine réelle qui est en fait la solution de I’équation :
Calcul de la solution :
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—24/2 2 2
x| = —ﬁ = —(7@ = £ L’ensemble solution est donc S = £
2a 2.2 2 2

e Résolution dans R de I’équation 3x*> +4x+5=0:
(Par rapport aux formules, onaici:a=3,b=4etc=5).
Calcul du discriminant : A = b*> —4dac = 4> —4(3)(5) = 16 — 60 = —44.
Le discriminant est strictement négatif, donc le trindbme n’admet aucune racine réelle. L’ensemble solution est donc S =0

e Résolution dans R de 1’équation x> +4x =0 :
(Par rapport aux formules, onaici:a=1,b=4etc=0).
Comme a chaque fois que b = 0 ou ¢ = 0, il est inutile d’utiliser le discriminant et les formules associées. Les méthodes tradi-
tionnelles vues en Seconde sont plus simples et plus rapides. Ici, il suffit de factoriser par x :
P4+4x=0cx(x+4)=0<x=00ux+4=0< x=0o0ux=—4 Lensemble solution est donc § = {—4;0}

e Résolution dans R de I’équation 4x*> — 1 =0:
(Par rapport aux formules, onaici:a=4,b=0etc=—1).

Ici b = 0, il est donc inutile d’utiliser le discriminant et les formules associées.

1 1 1 1 1
42— 1=0o4t=1<x2= I S x= 3 oux= 5 L’ensemble solution est donc § = {2;}

3-2 Inéquations du second degré

Méthode générale : on calcule la valeur du discriminant du trindme associé a 1’inéquation. On en déduit le signe du trindme sur
R. On détermine alors 1’ensemble solution S, en cherchant les valeurs de x vérifiant I’inéquation.(Pour les bornes, on applique les
regles habituelles : les bornes sont toujours ouvertes aux infinis et pour les "doubles-barres"”, les autres bornes sont ouvertes si
I’inéquation est de la forme --- < 0 ou --- > 0 et sont fermées si I’'inéquation est de la forme --- <Oou--- >0 .)

Remarque : Si » =0 ou ¢ =0, il est inutile d’utiliser le discriminant et les formules associées. Les méthodes vues en Seconde
sont plus simples et plus rapides : il suffit en général de factoriser et de faire un tableau de signes.

Exemples nécessitant le calcul du discriminant :
e Résolution dans R de I’inéquation x> +4x—5 <0 :
(Par rapport aux formules,onaici:a=1,b=4etc=-5).
Calcul du discriminant : A = b> — 4ac = (4)> —4(1)(—5) = 36.
Le discriminant est strictement positif, la régle est donc "signe de a a I’extérieur des racines". Il faut donc commencer par
calculer les deux racines :

_—b—VA —4-36 —4-6

_ —b+VA  —4+36  —4+6
2¢ 21 2 - -

2 2-1 2

X1 =-5 X2 1

Signe du trinéme sur R : (ici a = 1 est positif, donc le trindme est positif a I’extérieur des racines et négatif a 1’intérieur)
X -0 -5 1 +0

X2+4x=5| + - +

Ensemble solution : les solutions de I’inéquation sont les x pour lesquels x> + 4x — 5 est inférieur ou égal a 0. Cela revient &
déterminer les x pour lesquels on a le signe — dans le tableau de signe. D’ou, S = [—35; 1]. Ce qui peut se vérifier graphiquement :
y

-5 o 1

e Résolution dans R de I’inéquation —2x> —5x+3 <0 :
(Par rapport aux formules, onaici:a=—-2,b=—-5etc=3).
Calcul du discriminant : A = b* —4dac = (—5)? —4(—2)(3) = 49.
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Le discriminant est strictement positif, la regle est donc "signe de a a I’extérieur des racines". Il faut donc commencer par
calculer les deux racines :

_ —b—\/K: —(=5)—-v49 5-7 1

A 2a 20-2) 4 2
o —b+VA  —(-5)+V49  5+7 3
T 24 2(-2) -4
Signe du trinéme sur R : (ici a = —2 est négatif, donc le trindme est négatif a I’extérieur des racines et positif a I’intérieur)
X mi -3 1/2 +[]
—2X2=5X+3 - 0 + O -

Ensemble solution : les solutions de I’inéquation sont les x pour lesquels —2x*> — 5x + 3 est strictement inférieur 2 0. Cela

1
revient & déterminer les x pour lesquels on a le signe — dans le tableau de signe. D’oll, S =] — o0; —3[U] §;+°°[. Ce qui peut se
vérifier graphiquement :
" y
-3 12
o X
Résolution dans R de I’inéquation —2x24+5x—4>0:
(Par rapport aux formules, onaici:a=—-2,b=5etc=—4).
Calcul du discriminant : A = b* —4ac = 5% — 4(—2)(—4) = —7.
Le discriminant est strictement négatif, la régle est donc "toujours du signe de a" , c’est a dire toujours négatif car a = —2.

Signe du trinome sur R :
X - +0

—2X2+5x—4 -

Ensemble solution : les solutions de 1’inéquation sont les x pour lesquels —2x> + 5x — 4 est supérieur ou égal a 0, ce qui est
impossible vu le tableau de signe. D’ou, S=10.

Résolution dans R de I’inéquation x> +v/2x+1> 0 :
(Par rapport aux formules, onaici:a=1,b= V2etc=1 ).

Calcul du discriminant : A = b2 — 4ac = (v/2)" —4(1)(1) = —2.
Le discriminant est strictement négatif, la régle est donc "toujours du signe de a", c’est a dire toujours positif car a = 1.

Signe du trinéme sur R :
X - +U
X2+/2x+1 +

Ensemble solution : les solutions de I’inéquation sont les x pour lesquels x> 4 v/2x + 1 est strictement supérieur a 0, ce qui est
toujours le cas vu le tableau de signe. D’ou, S =R .

Résolution dans R de I'inéquation 4x> —4v/3x+3 >0

(Par rapport aux formules, onaici:a=4,b = —4y/3etc=3 ).

Calcul du discriminant : A = b — 4ac = (—4v/3)" — 4(4)(3) = 0.

Le discriminant est nul, la regle est donc "toujours du signe de a (c’est a dire toujours positif car a = 4) et s’annule pour la
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ine double x| = —— = — =
racine double x; 2 5.4

b (—4V3) V3,
s

Signe du trin6me sur R :
X -0 \3/2 +[
4x2-4\ 3x+3=0 + ) +

Ensemble solution : les solutions de I’inéquation sont les x pour lesquels 4x> —4+/3x 4 3 est strictement supérieur a 0, ce qui

3 3
est toujours le cas vu le tableau de signe sauf pour % .D’ot, S =R — % }

4 Relations entre les coefficients et les racines d’'un trinbme

PROPRIETE

Soit un trindme ax? + bx + ¢ (a # 0) dont le discriminant A est strictement positif. Les deux racines x; et x, sont telles que :

b c
X1 +Xxp=——¢€tx; Xx3 =—
a a

Une conséquence de ces relations entre les coefficients et les racines d’un trindme est la propriété suivante :

PROPRIETE

Dire que deux nombres réels ont pour somme S et pour produit P équivaut a dire qu’ils sont solutions dans R de I’équation du
second degré : x> —Sx+P =0.

Exemple : Pour déterminer (s’ils existent) deux réels dont la somme S est égale a 6 et dont le produit P est égal a 1, on résoud
dans R I’équation x> —Sx+P =0 x> —6x+1=0.On a A= (—6)> —4(1)(1) = 32. 1l ya donc deux solutions réelles :

6—v32 6-—-42 6-+v32 6+42
\/>: 2\f:3_2ﬁetx2: +f: +2f:3+2\@.Lesdeuxréelscherchés sont donc 3 —2v/2 et

X1 = 3
342V2.

5 Equations bicarrées : ax*+bx*+¢=0

Méthode générale : Pour résoudre ce genre d’équations, on utilise un changement d’inconnue :
X =x?

En posant X = x2, I’équation ax* 4 bx*> + ¢ = 0 est équivalente au systeme
aX?+bX +c=0

Exemple : Résolution dans R de 1’équation x* — 7x2 412 =0
X =x?

On pose X = x2, I’équation est équivalente au systeme
X2 —7X+12=0

On résoud I’équation du second degré X> —7X +12=0:

—(=7)=V1 6 (-1 +V1 8

A= (=7)2—4(1)(12)=49—-48=1,X :(72723,X = = — =4
(=7)7—4(1)(12) 1 2.1 2 2 21 2
OnadonchSouX:4,cequiéquivautéxz=30ux2:4.D’0f1,x:\ﬁoux:— 3oux=2oux=-2.

Ainsi, I'ensemble solution est § = {v/3;—/3;2; —2}.

6 Equations irrationnelles avec des racines carrées

Méthode générale : On isole la racine carrée et on utilise le fait que si A = B alors A2 = B> . On obtient une deuxiéme équation du
second degré que 1’on résoud. Ensuite, on vérifie systématiquement si les solutions de la deuxiéme équation sont bien des solutions
de I’équation initiale. (En effet, on ne procéde pas par équivalence mais par implication. La vérification est donc indispensable.)

Exemple : Résolution dans R de I’équation v/4x — 19 =x — 4.
Vax—19=x—4=4x—19=(x—4)?=4x—19=x>—8x+16 = 0=x> —8x+ 16 —4x+19 = x> — 12x+35=0
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Résolution de I’équation du second degré obtenue :
—(-12)=v4 10 —(—-12)+v4 14

A= (—12)2-4(1)(35) =4, :(7——— = =

(~127 = 4(1)(35) =4, 1 = — =5 — -
Vérification :
V4-5—19 = /1 = 1 existe et est bien égal 2 5 — 4
V4-7—19 = /9 = 3 existe et est bien égala7—4.
L’ensemble solution est : S = {5;7}.
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